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ВВЕДЕНИЕ 

 

Актуальность темы исследования. В зимний период, когда замерзают 

реки, озера и моря, ледяной покров используется для доставки по нему 

различного рода грузов. Если бы не ледовые дороги, то многие населенные 

пункты северных районов оказались бы отрезанными друг от друга. Ледовые 

трассы существуют во всех северных странах. Более 800 ледовых переправ 

функционирует в России, большая часть из которых находится в Архангельской 

области, Красноярском крае, Ямало-Ненецком автономном округе. Самая 

протяженная ледовая дорога находится на Чукотке и соединяет северный город 

Певек с поселком Айон, который расположен на острове Айон в Восточно-

Сибирском море. Протяженность трассы 120 км. 

С другой стороны, для продления навигации, возникает необходимость 

разрушения ледяного покрова. Кроме традиционных способов разрушения, таких 

как использование ледоколов или подрыв взрывчатых веществ, используются 

суда на воздушной подушке (СВП). Двигаясь по поверхности ледяного покрова, 

СВП могут вызвать его разрушение за счет возбуждения изгибно-гравитационных 

волн достаточной амплитуды. Отсутствие у СВП осадки позволяет разрушать 

ледяной покров на реках и озерах любой глубины. 

Как при эксплуатации ледяного покрова для обустройства дорог, так и при 

разрушении ледяного покрова СВП возникает необходимость исследования 

поведения ледяного покрова при воздействии на него различного рода нагрузок. 

Требуется исследовать режимы движения нагрузок, при которых происходит 

изменение структуры волнового возмущения. Требуется также исследовать 

характеристики ледяного покрова, влияющие на значения критических скоростей 

перемещения источников возмущений. 

В первом случае требуется избегать движения транспортного средства с 

критической скоростью. Во втором случае требуется обеспечить скорость 

движения СВП, при которой произойдет разрушение ледяного покрова. 
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Степень разработанности. Одним из первых исследователей, который 

рассматривал ледяной покров как тонкую упругую пластинку, плавающую на 

поверхности жидкости, был Greenhill A.G. Монография Хейсина Д.Е. является 

одной из первых фундаментальных работ, посвященных динамике ледяного 

покрова.  

Исследованиям колебаний плавающего ледяного покрова, которые вызваны 

движущимися источниками возмущений, посвящены работы Хейсина Д.Е., 

Букатова А.Е., Доценко С.Ф., Черкесова Л.В., Зуева В.А., Козина В.М., 

Жесткой В.Д., Земляка В.Л., Погореловой А.В., Стуровой И.В., Коробкина А.А., 

Ткачевой Л.А., Хабахпашевой Т.И., Ильичева А.Т., Марченко А.В., Булатова В.В., 

Савина А.С., Папина А.А., Шишмарева К.А. и ряда других авторов. 

Из зарубежных исследований отметим работы следующих авторов: 

Wilson J.T., Nevel D.E., Eyre D., Kerr A.D., Bates H. F., Takizawa T., Davys J.W., 

Squire V.A., Schulkes R.M.S.M., Hosking R.J., Milinazzo F., Nugroho W.S., 

Părău E.I., Babaei H., Dinvay   E., Xue  Y.Z., Waugh  Z.Q., Ni B. et. al. 

Эти исследования продолжаются и на данный момент. 

Цель диссертационной работы: Теоретические исследования колебаний 

плавающего ледяного покрова, которые вызваны движущимися по его 

поверхности источниками возмущений. 

Задачи исследования: 

1. Исследование влияния скорости перемещения источника возмущений, 

толщины ледяного покрова, сил сжатия и растяжения на амплитуды 

образующихся изгибно-гравитационных волн. 

2. Определение критических скоростей перемещения источника 

возмущений, при которых наиболее вероятно разрушение ледяного покрова. 

3. Исследование влияния сил сжатия и растяжения на фронтальные 

скорости распространения изгибно-гравитационных волн. 

4. Исследование влияния частоты колебаний движущегося источника 

возмущений, толщины ледяного покрова, сжимающих и растягивающих усилий 

на значения критических скоростей и характер волновых колебаний. 

https://www.cambridge.org/core/search?filters%5BauthorTerms%5D=J.%20W.%20Davys&eventCode=SE-AU
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Научная новизна. 

1. Определена критическая скорость источника, соответствующая 

совпадению фазовых скоростей упругой, гравитационной и изгибно-

гравитационной волн. Показано, что при этой скорости максимум амплитуды 

смещается от трассы движения источника. 

2. Установлены частота колебаний и скорость движения источника, при 

которых наиболее вероятно разрушение ледяного покрова. 

3. Определено влияние сил сжатия, частоты колебаний источника 

возмущений и толщины ледяного покрова на значения критических скоростей. 

4. Выполнен расчет фронтов, фазовых портретов и угловых зон 

распространения изгибно-гравитационных волн. Показано, что силы сжатия и 

растяжения оказывают наибольшее влияние на скорость распространения упругих 

волн. 

Теоретическая и практическая значимость работы.  

Проведенные исследования позволяют определять значения критических 

скоростей перемещения нагрузки по плавающей пластине в зависимости от сил 

сжатия, толщины и других параметров пластины и жидкости. Результаты работы 

могут быть использованы для расчета критических скоростей перемещения 

транспортных средств, при прокладке ледовых дорог и переправ или при 

разрушении ледяного покрова судами на воздушной подушке. 

Методология и метод исследования. В основу колебаний плавающего 

ледяного покрова положены линеаризованные уравнения гидромеханики и 

линейная классическая теория колебаний пластин. Ледяной покров 

рассматривается как тонкая упругая изотропная пластинка. Для решения задачи 

применяются интегральные преобразования Фурье и Лапласа. Анализ 

полученного интегрального представления для возвышения поверхности 

пластина-жидкость выполнен методом стационарной фазы. 
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Положения, выносимые на защиту: 

1. Результаты численного анализа амплитуд изгибно-гравитационных волн 

в зависимости от скорости движения источника возмущений, толщины льда, сил 

сжатия и растяжения в ледяном покрове. 

2. Результаты расчетов критических скоростей движущегося источника 

возмущений в зависимости от частоты его колебаний, сил сжатия и растяжения и 

толщины ледяного покрова. 

3. Результаты численных расчетов фазовых портретов, фронтов и угловых 

зон распространения волн и их зависимость от скорости движения источника и 

сил сжатия и растяжения в ледяном покрове. 

Степень достоверности и обоснованности проведенных исследований. 

Достоверность полученных результатов диссертационной работы обосновывается 

использованием классической теории изгиба пластин и методов гидромеханики, 

применяемых для чистой воды, корректностью постановок задач, а также 

сопоставлением теоретических и экспериментальных исследований, полученных 

другими авторами. 

Личный вклад автора.  

Постановка цели, задач и выбор математических методов исследования 

диссертационной работы проводились соискателем совместно с научным 

руководителем д.ф.-м.н., профессором Ярошенко А.А. Теоретические 

исследования, численные расчеты, анализ и интерпретация полученных 

результатов проводились автором самостоятельно. Обсуждение отдельных этапов 

исследования осуществлялись совместно с научным руководителем и соавторами 

научных публикаций. 

Работы [69–78, 138–144, 175, 176] выполнены в соавторстве с научным 

руководителем Ярошенко А.А. Работы [19, 125] выполнены в соавторстве с 

Ярошенко А.А., Маркиной Е.В., Костюковой Л.О., Бабиковым И.И. Работа [36] 

выполнена в соавторстве с Ярошенко А.А., Маркиной Е.В., Боран-

Кешишьяном А.Л., Кондратьевым А.И. Работы [41, 42] выполнены в соавторстве 

с Калинюком И.В., Ярошенко А.А. Работы [37, 63] выполнены в соавторстве с 
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Бабиковым И.И., Костюковой Л.О., Ярошенко А.А. Работы [68, 146, 147] 

выполнены в соавторстве с Маркиной Е.В., Ярошенко А.А. Работа [145] 

выполнена в соавторстве с Ярошенко А.А., Корниловой А.Д.  

Публикации по теме диссертации. Результаты работы опубликованы в 30 

научных работах [19, 36, 37, 41, 42, 63, 68–78, 125, 138–147, 175, 176], из них: 11 

публикаций в рецензируемых журналах, удовлетворяют требованиям ВАК при 

Минобрнауки России [19, 36, 71, 73, 76, 77, 125, 141, 144, 175, 176], из которых 8 

по специальности 1.1.8. Механика деформируемого твердого тела [19, 73, 76, 77, 

125, 141, 175, 176]. Четыре статьи [36, 71, 175, 176] включены в международную 

базу данных «Web of Science», из них две [175, 176] в базу данных «Scopus». 

Апробация работы. Основные результаты исследований по 

диссертационной работе были представлены на следующих научных 

конференциях: III национальной научно-практической конференции «Научно-

технические, экономические и правовые аспекты развития транспортного 

комплекса» (г. Новороссийск, 2019 г.); 6-ой и 10-ой национальных научно-

практических конференциях: «Ушаковские чтения» (г. Севастополь, 2019, 

2023 гг.); ежегодных научных конференциях МГУ «Ломоносовские чтения» 

(г. Севастополь, 2019, 2020, 2021 гг.); Всероссийских научных конференциях 

«Моря России» (г. Севастополь, 2019, 2020, 2021 гг.); Всероссийской научно-

практической конференции «Прикладная математика и информатика в 

современном мире», посвященной 50-летию начала подготовки специалистов в 

области программирования и прикладной математики на Кубани (г. Краснодар, 

2022 г.); VI Дальневосточной конференции с международным участием 

«Фундаментальные и прикладные задачи механики деформируемого твердого 

тела и прогрессивные технологии в металлургии и машиностроении» 

(г. Комсомольск-на-Амуре, 2022 г.); 13-ой и 14-ой международных конференциях-

школах молодых ученых «Волны и вихри в сложных средах» (г. Москва, 2022, 

2023 гг.); XXI Международной конференции «Современные проблемы механики 

сплошной среды» (г. Ростов-на-Дону, 2023 г.); VI Всероссийской научно-

практической конференции молодых ученых «Прикладная математика: 
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современные проблемы математики, информатики и моделирования» 

(г. Краснодар, 2024 г.); Всероссийской научно-практической конференции с 

международным участием «Арктика: прикладные и фундаментальные задачи 

ледотехники» (г. Биробиджан, 2024 г.); Всероссийской конференции, 

посвященной 105-летию со дня рождения академика РАН Л.В. Овсянникова 

«Математические проблемы механики сплошных сред» (г. Новосибирск, 2024 г.).  

Структура и объем диссертации. Работа состоит из введения, четырех 

глав, заключения, списка сокращений и условных обозначений и списка 

литературы. Полный объем диссертации составляет 128 страниц. Список 

литературы содержит 210 наименований и занимает 27 страниц. В диссертацию 

включено 4 таблицы и 54 рисунка. 
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ГЛАВА 1 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН В 

ЛЕДЯНОМ ПОКРОВЕ 

 

1.1. Волны в ледяном покрове, вызванные движущимися источниками 

возмущений (обзор) 

 

Исследование колебаний ледяного покрова, плавающего на поверхности 

жидкости, имеет давнюю историю. Теория изгибных волн, генерируемых в 

плавающем ледяном покрове, впервые была предложена Greenhill A.G. [163, 164]. 

Ледяной покров моделируется тонкой упругой пластиной. В работе исследуются 

плоские изгибно-гравитационные волны, которые образуются на поверхности 

плавающей пластины.  

Монография Голушкевича С.С. [20] является одной из первых работ, в 

которой исследуется воздействие подвижной нагрузки на ледяной покров. 

Монография Хейсина Д.Е. [128] является одной из первых основополагающих 

работ, посвященных динамике ледяного покрова. В книге изложена 

математическая теория волновых процессов в ледяном покрове, плавающем на 

поверхности жидкости. Ряд параграфов посвящен исследованиям колебаний 

ледяного покрова при перемещении по нему нагрузки.  

Одной из первых зарубежных работ, посвященных исследованию изгибных 

волн в плавающих ледяных покровах, вызванных движущейся нагрузкой, 

является работа Wilson J.T. [206]. В монографии Squire V.A. et al. [192] обобщена 

литература, в основном зарубежных авторов, вплоть до 1995 года. В книге 

выполнен анализ как теоретических, так и экспериментальных работ, 

посвященных задачам перемещения грузов по ледяному покрову. Книга 

неоднократно переиздавалась. Последнее ее издание вышло в 2012 г. [193].  

Среди последних фундаментальных работ, посвященных исследованиям 

плавающего ледяного покрова, можно отметить монографии Букатова А.Е [3] и 

Козина В.М. и др. [35, 93]. В книге [3] приведены результаты теоретических 
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исследований волн в море с плавающим ледяным покровом. Работа [35] имеет 

больше прикладной характер. Рассмотрены средства, методы и способы 

разрушения ледяного покрова. Исследованы возможности увеличения несущей 

способности ледяного покрова. В [93] приведены результаты теоретических и 

экспериментальных исследований деформации ледяного покрова, который 

подвергается различного рода нагрузкам. 

Среди обзорных работ, посвященных деформациям и разрушениям льда, 

вызванных движущимися возмущениями можно отметить работы [169, 181]. В 

[169] дан обзор и анализ работ, посвященных исследованию несущей способности 

ледяного покрова от воздействия различного рода нагрузок, в том числе и 

движущихся. В обзоре [181] рассматриваются источники возмущений, 

движущиеся как по поверхности ледяного покрова, так и под ним. 

Рассматриваются различные модели ледяного покрова: бесконечный и 

полубесконечный ледяной покров; ледовый канал с двумя боковыми стенками. 

Изучение гидроупругих (изгибно-гравитационных) волн в 50-е годы было 

вызвано попытками использовать ледяные покровы в качестве ледовых переправ 

для доставки по ним грузов, а в некоторых случаях и взлетно-посадочных полос. 

Дальнейшие исследования били продолжены. Они нашли свое отражение в 

работах в 60-е годы: Gold L. W. (1960) [см. обзор 180], Assur A. (1962) [см. обзор 

180], Хейсин Д.Е. (1967) [128], Букатов А.Е., Черкесов Л.В. (1969) [9]; 

в 70-е годы: Nevel D.E. (1970) [180], Доценко С.Ф. (1976, 1978) [23, 24], 

Chonan S. (1976) [154], Eyre D. (1977) [162], Kerr A.D. (1979) [167]; 

в 80-е годы: Черкесов Л.В. (1980) [130], Chonan S. (1980) [155], Bates H.F. 

and Shapiro L.Y. (1981) [149, 150], Beltaos S. (1981) [151], Хейсин Д.Е. (1983) 

[129], Kerr A.D. (1983) [168], Ткаченко В.А., Яковлев В.В. (1983, 1984) [123, 124], 

Букатов А.Е., Черкесов Л.В., Ярошенко А.А. (1984) [10], Букатов А.Е., 

Ярошенко А.А. (1984, 1985, 1986) [11, 12, 13], Davys J.W. et al. (1985) [157], 

Takizawa T. (1985, 1987, 1988) [198, 199, 200], Squire V.A. et al. (1985, 1987, 1988) 

[195, 194, 196], Зуев В.А. (1986) [30], Пожуев В.И. (1987) [91], Schulkes R.M.S.M. 

et al. (1987, 1988) [187, 188], Whittenn J.J. (1987) [204], Тимохов Л.А., Хейсин Д.Е. 
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(1987) [113], Whittenn J. and Hinchey M.J. (1988) [205], Зуев В.А., Козин В.М. 

(1988), [32], (1988), Букатов А.Е., Жарков В.В. (1988, 1989) [4, 5], Hosking R.J. et 

al. (1988) [166];  

в 90-е годы: Букатов А.Е., Жарков В.В. (1990) [6], Пожуев В.И., 

Полякова Н.П. (1990) [92], Букатов А.Е., Жарков В.В., Завьялов Д.Д. (1991) [8], 

Strathdee J. et al (1991) [197], Duffy D.G. (1991) [161], Козин В.М., Скрипачев В.В. 

(1992) [62], Milinazzo F. et al. (1995) [179], Kerr A.D. (1996) [169], Squire V.A. et al. 

(1996) [192], Bukatov A.E. and Zharkov V.V. (1997) [153], Козин В.М., 

Жесткая В.Д. (1997) [50], Kozin V.M. and Zhyostkaya V.D. (1999) [172], 

Nugroho W.S. et al. (1999) [182], Жесткая В.Д. (1999) [26]; 

в 2000-е годы: Жесткая В.Д. (2000) [27], Yeung R.W. and Kim J.W. (2000) 

[209], Părău E.I. and Dias F. (2001, 2002) [183, 184], Miles J. and Sneyd A.D. (2003) 

[178], Жесткая В.Д., Козин В.М. (2003) [28], Козин В.М., Погорелова А.В. (2003, 

2009) [58, 59], Wang K. et al. (2004) [202], Букатов А.Е., Жарков В.В. (2005) [7], 

Козин В.М. и др. (2005) [67], Стурова И.В., Коробкин А.А. (2005) [108], 

Ткачева Л.А. (2005) [114], Жесткая В.Д., Чужимов С.Д. (2007) [29], Зуев В.А. 

(2007) [31], Козин В.М. (2007) [44], Козин В.М., Морозов В.С. (2007, 2009) [56, 

57], Погорелова А.В. (2008) [87], Козин В.М. и др. (2008) [93], Bonnefoy F. et al. 

(2009) [152], Кулешов А.А., Мымрин В.В. (2009) [64];  

в 2010-е годы: Кулешов А.А., Мымрин В.В. (2010) [65], Козин В.М., 

Видякин А.В. (2010) [49], Козин В.М. и др. (2011) [86], Părău E.I. and Vanden-

Broeck J.-M. (2011) [185], Стурова И.В. (2011, 2012, 2018) [99-102], Squire V.A. et 

al. (2012) [193], Савин А.А., Савин А.С. (2012, 2015) [95, 96], Lu D.Q. and Zhang H. 

(2013) [174], Zhang H. and Lu D.Q. (2013) [210], Козин В.М., Земляк В.Л. (2013, 

2015) [51, 52], Korobkin A. et al. (2014) [171], Погорелова А. В., Козин В. М. (2014) 

[88], Shishmarev K. et al. (2015, 2016, 2018) [189, 190, 191], Козин В.М., 

Верещагин В.Ю., Верещагина А.С. (2015) [48], Папин А.А. и др. (2015) [83], 

Погорелова А.В., Козин В.М., Матюшина А.А. (2015) [89], Шишмарев K.A. (2015, 

2016, 2017) [131, 132, 133, 134], Папин А.А., Шишмарев К.А. (2016) [84], 

Шишмарев K.A., Хабахпашева Т.И., Коробкин А.А. (2016) [135], Козин В.М., 

https://www.researchgate.net/scientific-contributions/D-Q-Lu-73863793
https://www.researchgate.net/scientific-contributions/H-Zhang-2035327331
https://www.researchgate.net/scientific-contributions/H-Zhang-2035327331
https://www.researchgate.net/profile/D-Lu-3
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Матюшина А.А. (2016) [55], Козин В.М., Рогожникова Е.Г. (2016) [60], 

Козин В.М. и др. (2016) [94, 112, 136, 137], Babaei H. et al. (2016) [148], 

Стурова И.В., Ткачева Л.А. (2016, 2018) [109, 110], Li Js. and Dong-qiang L. (2017) 

[173], Van der Sanden J. and Short N.H. (2017) [201], Букатов А.Е. (2017) [3], 

Ильичев А.Т., Савин А.С. (2017) [39], Ипатов К.И. (2017) и др. [40], Кожаев А.В., 

Козин В.М. (2017) [43], Козин В.М., Рогожникова Е.Г., Ипатов К.И. (2018) [61], 

Матюшина А.А., Козин В.М., Земляк В.Л. (2018) [80], Das S. et al. (2018) [156], 

Козин В.М. и др. (2018) [98], Ткачева Л.А. (2018, 2019) [115, 116, 117, 118], 

Калинюк И.В., Маленко Ж.В., Ярошенко А.А. (2019) [41, 42], Dinvay F. et al. 

(2019) [158], Khabakhpasheva T. et al. (2019) [170], Pogorelova A.V. et al. (2019) 

[186], Козин В.М. (2019) [45], Козин В.М., Земляк В.Л., Кожаев А.В. (2019) [53], 

Маленко Ж.В., Ярошенко А.А. (2019) [69], Ярошенко А.А., Маленко Ж.В. (2019) 

[138]; 

в 2020-е годы: Зуев В.А. и др. (2020, 2022) [82, 90, 127], Козин В.М. и др. 

(2020) [18], Земляк В.Л. и др. (2020) [21], Маленко Ж.В., Ярошенко А.А. (2020-

2024) [70–78], Ярошенко А.А., Маленко Ж.В. (2020–2024) [139–144], Dinvay F. et 

al. (2020, 2022) [159,160], Xue Y.Z. et al. (2021) [208], Козин В.М. (2021, 2023) [46, 

47], Ильичев А.Т. (2021) [38], Стурова И.В. (2021, 2022, 2023) [103, 104, 105, 106, 

107], Ярошенко А.А. и др. (2021, 2022) [37, 19, 36, 125], Бабиков И.И. и др. (2021) 

[63], Козин В.М., Лебедев А.А. (2022) [54], Маленко Ж.В. и др. (2022) [68], 

Hosking R.J. and Milinazzo F. (2022) [165], Ткачева Л.А. (2022, 2023) [119, 120, 121, 

122], Ярошенко А.А., Маленко Ж.В., Маркина Е.В. (2022, 2023) [146, 147], 

Булатов В.В., Владимиров И.Ю. (2023) [14–16], Булатов В.В., Владимиров И.Ю., 

Морозов Е.Г. (2023) [17], Malenko Zh.V. and Yaroshenko A.A. (2023, 2024) [175, 

176], Козин В.М. и др. (2023) [35], Серых К.С., Сибирякова Т.А., Найденова К.Е. 

(2023) [97], Стурова И.В., Ткачева Л.А. (2023) [111], Ярошенко А.А., 

Маленко Ж.В., Корнилова А.Д. (2023) [145], Wang Z.Q. and Lu D.Q. (2024) [203], 

Marchenko A. (2024) [177], Ni B. et al. (2024) [181]. 

В настоящее время происходит активное освоение районов Крайнего 

Севера, Сибири и Дальнего Востока. С приходом холодов, когда замерзают реки и 
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озера, ледяной покров используется для доставки по нему грузов. Ледовые дороги 

необходимы для жизнеобеспечения этих регионов. Безопасная эксплуатация этих 

дорог имеет первостепенное значение. Грузоподъемность ледовых переправ и 

ледовых дорог определяют в зависимости от толщины ледяного покрова и его 

физико-механических свойств [34]. 

Одна из самых известных ледовых дорог была создана во время Великой 

Отечественной войны – «Дорога Жизни». По льду Ладожского озера доставлялись 

грузы в осажденный Ленинград. Группа ученых под руководством Кобеко П.П., 

проведя серию экспериментов, разработала рекомендации по движению 

транспортных средств по ледяному покрову [33]. Ими была предписана 

определѐнная скорость движения автомобилей, чтобы избежать явления 

резонанса, вызванного изгибно-гравитационной волной. 

Самый длинный в мире автозимник находится в Чукотском автономном 

округе. Он проложен по льду Восточно-Сибирского моря и соединяет самый 

северный город России Певек с островным селом Айон. Протяженность его 

составляет 120 км. Открывается автозимник в начале марта и действует до 

начала мая. 

На северо-западе Канады находится одна из самых опасных зимних дорог 

мира – Tuktoyaktuk Winter Road или Mackenzie Ice Road. Она пролегает частично 

по замерзшему руслу реки Маккензи, частично по замерзшему морю Бофорта. 

Дорога действует с декабря по апрель.  

При движении по ледяному покрову транспортного средства в нем 

образуются волны, которые в определенных случаях приводят к разрушению 

льда. Экспериментальные исследования показывают, что скорость 

транспортного средства влияет на несущую способность плавающего ледяного 

покрова [34, 85]. Исследования сводятся к двум случаям, когда источник не 

создает или создает волны в ледяном покрове. 

В большинстве работ ледяной покров моделируется тонкой упругой 

изотропной пластинкой. Исследованию задач о генерации изгибно-

гравитационных волн при движении источника возмущений по плавающему 
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безграничному в горизонтальных координатах ледяному покрову посвящены 

работы: [3–13, 19, 23, 24, 36, 37, 41, 42, 63, 64, 68–78, 123, 125, 130, 138–144, 146, 

147, 157, 174, 175, 176, 179, 187, 198–200, 206, 207, 209, 210]. 

В своих работах [206, 207] Wilson J.T. разработал простую теоретическую 

модель поведения ледяного покрова при движении по нему транспортного 

средства. Он теоретически показал и экспериментально подтвердил, что 

транспортные средства генерируют в ледяном покрове волну, амплитуда которой 

стремится к максимуму при определенной критической скорости. Было показано, 

что при движении транспортного средства с критической скоростью прогиб льда 

в 2,5 раза превышает статическое отклонение. Приведены значения критической 

скорости для различных толщин ледяного покрова. Изучению критических 

скоростей перемещения источника возмущений посвящен ряд работ: [45, 82, 90, 

113, 129, 167, 168, 204, 205].  

В статье [157] изучаются стационарные волновые картины, генерируемые 

движущимся с постоянной скоростью источником. Для описания волновой 

картины вдали от источника, применяется асимптотический анализ Фурье. Была 

разработана линейная математическая модель для прогнозирования волновой 

реакции на движущуюся нагрузку. Показана структура гребней и амплитуд волн. 

Эта модель позже была усовершенствована путем включения нелинейности 

Parau E., Dias F. [184]. В статье [179] рассматривается движение прямоугольного 

груза по поверхности ледяного покрова. Приведены асимптотические оценки 

смещения для дальнего поля. Показано, что амплитуда смещения льда зависит от 

соотношения сторон нагрузки. 

Для решения задач о колебаниях ледяного покрова кроме асимптотических 

методов (метода стационарной фазы) [14–17, 157, 179, 209, 210 и др.] 

применяются численные методы [26, 29, 64, 65, 172]. В [26, 29, 172] алгоритм 

решения основан на методе конечных элементов и методе конечных разностей. 

Путем численного решения дифференциальных уравнений колебаний ледяного 

покрова проводится исследование его напряженно-деформированного состояния. 

В [64, 65] для численного решения задачи авторами был разработан и обоснован 
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новый конечно-разностный метод аппроксимации. В [64] приведены результаты 

численных экспериментов по изучению поведения плавающего ледяного покрова 

при движении по нему автомобилей. В работе [65] обсуждаются результаты 

численного моделирования посадки самолетов на ледовые аэродромы. 

Нестационарным задачам о поведении плавающих на поверхности 

жидкости пластин посвящены работы [9, 11, 12, 13, 19, 24, 29, 74, 75, 77, 78, 80, 

87, 88, 92, 103–109, 130, 141-144, 158, 159, 160, 172, 176, 178, 182, 188, 202, 209, 

210]. В работах [80, 87, 158, 159, 165, 178] исследуется реакция плавающей 

ледяной пластины на движущиеся с переменной скоростью возмущения. В работе 

[178] отмечается, что при движении с критической скоростью амплитуда линейно 

возрастает со временем. Если груз разгоняется до критической скорости, 

заметного эффекта не наблюдается. 

Кроме сплошного ледяного покрова рассматривается модели ледяного 

покрова с трещиной [93, 109, 110, 116, 181, 208]. В [208] исследуются прогибы 

бесконечного ледяного покрова с трещиной от движения нагрузки. Полученные 

результаты сравниваются с результатами, полученными для сплошного ледяного 

покрова. Рассматривается вязкоупругая модель ледяного покрова. Для решения 

задачи применяется метод граничного интеграла в сочетании с методом конечных 

разностей. Решение, полученное предложенным методом, сравнивается с 

результатами полученными другими методами. Полубесконечные модели 

ледяного покрова рассматривались в работах: [102, 109, 110, 115, 117, 181]. 

В работах [4–6, 10–12, 19, 36, 37, 41, 42, 63, 68, 69, 72, 73, 76, 77, 99–101, 

105, 119, 121, 122, 140, 142–144, 146, 149, 150, 153, 156, 167, 168, 174, 175, 176 

187] ледяной покров моделируется тонкой равномерно сжатой или растянутой 

упругой пластинкой. В работах Kerr A.D. [167, 168] исследует влияние сжатия и 

растяжения на критическую скорость. Показано, что сжатие снижает, а 

растяжение увеличивает значение критической скорости. В [187] кроме сжатия 

учитывается течение и стратификация жидкости. Рассматривается двухслойная 

жидкость. В работах Bates H.F. and Shapiro L.H. [149, 150] решается плоская 

задача для сжатой вязкоупругой пластины, плавающей на поверхности идеальной 
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жидкости. Проведенные исследования показали, что лед толщиной меньше 0,25 м 

может быть эффективно разрушен транспортными средствами на воздушной 

подушке, работающими в ряд на критической скорости. Исследуется реакция 

плавающего ледяного покрова на движущееся транспортное средство в 

зависимости от толщины льда, модуля упругости и глубины жидкости. В статье 

[156] Das S. изучает влияние сил сжатия и течения на распространение изгибно-

гравитационных волн, исследует эффект блокировки при сжатии выше 

критического значения. 

В работах [8, 97, 103, 104, 106, 111, 119] изучается влияние продольных, 

поперечных и сдвиговых сжимающих усилий на изгибно-гравитационные волны 

в ледяном покрове. В [8] исследуются трехмерные установившиеся колебания 

пластинки, по поверхности которой с постоянной скоростью перемещается 

источник возмущений. В [97] движущаяся внешняя нагрузка движется по 

неравномерно сжатому ледяному покрову, ограниченному прямоугольным 

каналом. В [103] рассмотрено периодическое и импульсное воздействие нагрузки 

на ледяной покров. В [104] по поверхности ледяного покрова движется 

прямоугольная область, которая описывает движение судна на воздушной 

подушке. В [106] рассмотрена трехмерная нестационарная задача о генерации 

изгибно-гравитационных волн для жидкости со сдвиговым течением. В [111] 

исследуются волны, которые образуются при движении по поверхности льда 

нагрузки и погруженной в жидкость сферы. В [119] решена задача о движении 

сферы в жидкости под неравномерно сжатым ледяным покровом. 

В работах [105, 106, 120, 121, 122] исследуется деформация ледяного 

покрова при наличии течения со сдвигом скорости. Ледяной покров моделируется 

тонкой упругой пластинкой с учетом равномерного [105, 120–122] и 

неравномерного сжатий [106]. В статье [120] рассматриваются случаи 

импульсного и периодического источников. В [121, 122] источник движется под 

произвольным углом к направлению течения. 

Колебаниям ледяного покрова, на который воздействуют периодические 

нагрузки, посвящены работы: [3, 9, 13, 43, 62, 74, 75, 77, 78, 103, 108–109, 114, 
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130, 139, 141–144, 161, 169, 176]. В работах [103, 108–109, 114, 169] 

рассматривается периодическое воздействие стационарного источника на 

изгибно-гравитационные волны. В работах [3, 9, 13, 130] исследуются трехмерные 

изгибно-гравитационные волны, возникающие в плавающей на поверхности 

жидкости упругой пластине, по поверхности которой перемещаются 

гармонически меняющиеся со временем давления. В [43, 62] исследуются 

колебания ледяного покрова от периодического изменения давления в подушке 

СВП. Ледяной покров моделируется вязкоупругой изотропной пластиной, которая 

описывается моделью Кельвина-Фойгта. Проведены расчеты напряженно-

деформированного состояния ледяного покрова. В статье Duffy D.G. [161] 

исследует волновое движение в плавающем морском льду, которое возникает под 

действием движущейся вибрирующей нагрузки. 

В большинстве работ жидкость считается идеальной, несжимаемой. В 

работах [91, 92, 154, 155] рассматривается слой сжимаемой жидкости. В [91, 92] 

решаются плоские задачи. В [91] отмечается, что для скоростей значительно 

меньше скорости звука применяется теория тонких пластин, а для высоких 

скоростей требуется привлечение динамических уравнений теории упругости. В 

[92] решается нестационарная задача. В уравнениях движения пластины 

учитываются силы растяжения, поперечного сдвига и инерции вращения. В 

работе отмечается, что слой жидкости можно считать бесконечно глубоким, если 

толщина водного слоя больше 35h. В статье [154] Chonan S. исследует колебания 

плавающей на поверхности сжимаемой жидкости однородной бесконечной 

пластины, которая подвергается нагрузке, движущейся с постоянной скоростью. 

В работе [155] проведен анализ колебаний двухслойной пластины, опирающейся 

на сжимаемое жидкое полупространство. Решение приведено с учетом сдвиговой 

деформации и вращательной инерции. В своей работе [180] Nevel D.E. жидкость 

считает вязкой. Ледяной покров моделируется тонкой упругой изотропной 

пластинкой. Рассматривается как сосредоточенная, так и равномерно 

распределенная по окружности нагрузка. Определяется скорость, которая 

вызывает резонанс. 
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В линейных моделях, при движении с критической скоростью амплитуда 

стремится к бесконечности. Чтобы лучше понять решение при движении с 

критической скоростью были предложены различные модели ледяного покрова. 

Один из подходов в моделях ледяного покрова основан на учете вязкости 

материала. Вязкоупругие приближения рассматриваются в работах [26, 27, 29, 46, 

50, 53, 59, 60, 93, 94, 128, 136, 149, 150, 158–160, 166, 173, 197, 199, 202, 203, 208]. 

В своих работах Bates H.F. и Shapiro L.H. [149, 150] показали, что учет вязкости 

может ограничивать рост прогиба ледяного покрова при движении с критической 

скоростью. В [166] показано, что для вязкоупругой модели ледяного покрова 

амплитуда волн конечна для всех скоростей. Учет вязкости приводит к конечной 

амплитуде при движении с критической скоростью. Движение источника со 

скоростью выше критической приводит к более быстрому затуханию коротких 

волн, распространяющихся впереди источника, и более медленному затуханию 

длинных волн, за источником. В работе [160] рассматриваются две вязкоупругие 

модели. Первая модель ледяного покрова основана на модели Кельвина-Фойгта со 

временем релаксации деформации. Эта модель соответствует модели, 

рассмотренной Жесткой В.Д. [26, 27], где задача о ледяном покрове под 

действием нагрузки была решена численно. Вторая модель рассматривает 

ледяной покров как вязкостный материал с функцией памяти. Эта модель 

рассматривается в работах [166, 202]. В работе Козина В.М. [46] приводится 

обоснование рассмотрения вязкоупругих моделей ледяного покрова. Полученные 

выводы могут быть использованы при построении математических моделей 

ледяного покрова для проведения теоретических исследований.  

Ряд авторов [38, 152, 158–160, 183–185] рассматривают нелинейные модели 

ледяного покрова. В работах [152, 158–160, 183–185] рассматривается 

нелинейный отклик ледяного покрова на движущуюся по ледяному покрову 

нагрузку. Включение нелинейности позволяет исключить стремление амплитуды 

к бесконечности при движении с критической скоростью [152]. В [152] 

нелинейность обусловлена включением нелинейных членов в уравнение 

Бернулли и уравнение упругой пластинки. В [183–185] граничные условия на 
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границе лед-жидкость являются нелинейными. Нелинейные члены в уравнении 

пластины у разных авторов разные. Единого мнения здесь нет.  

С другой стороны, необходимость продления навигации на замерзающих 

водных путях ставит задачу разрушения ледяного покрова. Для этих целей, кроме 

обычных ледокольных средств, используются суда на воздушной подушке (СВП), 

которые двигаясь с определенной скоростью, создают условия для разрушения 

ледяного покрова. Отсутствие у них осадки позволяет разрушать ледяной покров 

на акваториях любой глубины. К одним из первых работ, посвященных этой 

проблеме, можно отнести работы Зуева В.А. [30] и Зуева В.А., Козина В.М. [32]. 

Дальнейшие исследования в этом направлении были продолжены Зуевым В.А. 

[31], Козиным В.М. и его учениками [28, 54, 58, 86, 87, 93, 94, 98].  

Одним из способов разрушения ледяного покрова при использовании СВП 

является резонансный метод, который основан на возбуждении в ледяном покрове 

изгибно-гравитационных волн достаточной амплитуды, чтобы произошло его 

разрушение. Этому вопросу посвящен ряд работ: [18, 35, 43, 44, 47, 48, 51, 54, 58, 

60–62, 93, 94, 98, 136, 150]. При этом важно знать значения критических 

скоростей, при которых наиболее вероятно разрушение ледяного покрова [45, 82, 

90, 167, 168, 204, 205]. Эффективность применения СВП может быть увеличена, 

если при прямолинейном равномерном движении периодически менять давление 

в воздушной подушке судна [43, 62]. В [150] показано, что лед толщиной 0,25 м 

легко может быть разбит судами на воздушной подушке, которые работают на 

критической скорости. В [47] проведен краткий обзор экспериментальных и 

теоретических исследований ледяного покрова, подверженного воздействиям 

движущихся нагрузок. Исследованы возможности резонансного метода 

разрушения ледяного покрова. Поясняется целесообразность его реализации 

судами на воздушной подушке. 

Исследованию колебаний сплошного ледяного покрова при воздействии на 

него изгибно-гравитационных волн от движущихся погруженных тел посвящены 

работы [14–17, 21, 39, 52, 67, 93, 95, 96, 99-101, 106, 111, 119, 136, 137, 186]. В 

работах [14–17] исследуются колебания ледяного покрова, плавающего на 
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поверхности бесконечно глубокой жидкости при обтекании локализованного 

источника возмущений. Методом стационарной фазы построено асимптотическое 

представление дальних волновых возмущений ледяного покрова. Показано, что 

основными параметрами, влияющими на структуру волновых возмущений 

ледяного покрова, являются толщина ледяного покрова и скорость потока. В 

монографии Земляка В.Л. и др. [21], кроме экспериментальных исследований, 

проведено численное моделирование движения погруженного тела, а также 

теоретические исследования в приповерхностной водной среде, как для 

свободной поверхности, так и при наличии ледяного покрова. В [39] 

рассматривается плоская задача о движении диполя в толще идеальной жидкости 

с ледяным покровом, который моделируется пластиной Кирхгофа-Лява. В 

монографии Козина В.М. и др. [52, 67] исследуется возможность использования 

подводных судов для разрушения ледяного покрова. Приводятся результаты 

экспериментальных исследований. В работах Савина А.А. и Савина А.С [95, 96] 

исследуется докритический режим движения диполя (сферы), при котором 

ледяной покров не совершает колебательные движения. В работах Стуровой И.В. 

[99–101] исследуется влияние скорости движения погруженного тела (сферы), 

толщины плавающего льда, сжимающих и растягивающих усилий на 

распределение прогибов в ледяном покрове. В [106, 111] лед моделируется 

упругой неравномерно сжатой пластиной. В статье Ткачевой Л.А. [119] 

исследуется движение сферы в жидкости бесконечной глубины под плавающим 

ледяным покровом при неравномерном его сжатии. Исследуется прогиб льда в 

зависимости от его толщины, скорости движения и глубины его погружения, а 

также направления движения. Монографии Козина В.М. и др. [136, 137] 

посвящены экспериментальным исследованиям разрушения ледяного покрова 

изгибно-гравитационными волнами от движения подводных судов. 

Эксперименты проводились в опытовом ледовом бассейне Приамурского 

государственного университета им. Шолом-Алейхема. Статья Pogorelova A.V. et 

al. [186] посвящена экспериментальным и теоретическим исследованиям влияния 

глубины опытового бассейна на прогибы ледяного покрова при движении модели 
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под ним. При проведении экспериментов ледяной покров получался путем 

замораживания поверхностного слоя воды, либо использовался резиновый лист, 

плавающий на поверхности жидкости.  

Плавающий ледяной покров также используется как взлетно-посадочная 

полоса. Этому вопросу посвящен ряд работ [55–57, 65, 89, 93, 196]. Основными 

параметрами, которые влияют на безопасность эксплуатации ледовых взлетно-

посадочных полос, являются вес самолета, толщина ледяного покрова, 

характеристики льда в зависимости от температуры, геометрия водоема [56]. В 

[57] рассматриваются результаты экспериментальных исследований деформации 

ледяного покрова при взлете, посадке и равномерном движении мотодельтаплана. 

Показано, что при движении мотодельтаплана со скоростью больше резонансной, 

несущая способность ледяного покрова увеличивается. В работе [65] приводятся 

результаты численного моделирования колебаний плавающего ледяного покрова 

при посадке самолетов на ледовые аэродромы. В результате численных 

экспериментов проведено исследование предельной толщины льда при посадке на 

плавающий ледяной покров самолетов различных типов. Статья [89] посвящена 

теоретическим исследованиям нормальных напряжений в ледяном покрове при 

взлете и посадке самолетов. Исследуется влияние толщины и модуля упругости 

на напряженное состояние ледяного покрова. Показано, что максимальные 

напряжения в пластине наблюдаются при взлете самолета. В [55] рассматривается 

задача о взлете и посадке самолета на плавающий лед при переменной глубине 

водоема. В работе сделан вывод о незначительном влиянии глубины водоема на 

прогибы ледяного покрова. В статье [196] приводятся результаты серии 

экспериментов на морском льду в Антарктиде. 

Актуальными являются исследования, посвященные распространению волн 

в каналах, покрытых ледяным покровом, по поверхности которого перемещается 

нагрузка. Каналы можно рассматривать как упрощенную модель рек с ледяным 

покровом. С другой стороны, многие эксперименты проводятся в ледовых 

бассейнах, имеющих прямоугольную форму. В работах [83, 84, 97, 118. 132–135, 

170, 171, 189–191] исследуется реакция ледяного покрова на нагрузку, которая 
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движется по замерзшему каналу. Канал имеет вертикальные стенки с ледяным 

покровом, который моделируется тонкой эластичной пластинкой, прикрепленной 

к стенкам канала. В [170] исследуется нестационарная задача. В [132–135] 

ледяной покров моделируется тонкой вязкоупругой пластинкой. В [97] лед 

рассматривается как тонкая вязкоупругая пластинка постоянной толщины с 

неравномерным сжатием. 

Движущиеся транспортные средства создают волны, которые могут 

привести к катастрофическим последствиям. Ряд работ [18, 35, 40, 47, 49, 52, 93, 

112, 127, 136, 137, 151, 162, 194–196, 198–200, 206, 207] посвящен 

экспериментальным исследованиям реакции ледяного покрова на движущиеся 

нагрузки. В [151] представлены и обсуждены результаты полевых испытаний 

плавучих ледяных щитов на движущиеся нагрузки. Показано, что прогиб 

максимален при движении груза с критической скоростью, которая зависит от 

толщины льда и глубины воды. Данные показали, что критическое отклонение и 

деформации могут быть в несколько раз больше, чем при статической нагрузке. В 

своей работе [162] Eyre D. приводит результаты экспериментов, посвященных 

изучению реакции плавающего ледяного покрова на движущиеся транспортные 

средства. Испытания проводились на ледяном покрове глубокого пресноводного 

озера Diefenbaker (Канада). Максимальная глубина озера 46 м, средняя толщина 

льда от 0,5 до 0,73 м. Различные транспортные средства проезжали по трассе в 

широком диапазоне скоростей. Он выделил четыре режима движения 

транспортных средства. Было показано, что эти данные подтверждают 

существующие теории. В [194, 196] приводятся результаты экспериментальных 

исследований, проведенных на морском льду Антарктиды в проливе Мак-Мердо. 

В [195] проведен анализ результатов экспериментов, которые проводились на 

пресноводном льду озера Femund в Норвегии и морском льду в Антарктиде. В 

[18] представлены результаты экспериментальных исследований, проведенных в 

ледовом бассейне Приамурского государственного университета им. Шолом-

Алейхема (г. Биробиджан). Монография [137] посвящена экспериментальным 

исследованиям движения погруженного тела, в опытовом ледовом бассейне. В 
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[198–200] приводятся результаты экспериментальных исследований на ледяном 

покрове озера Сарома (Япония) с использованием снегоходов в качестве 

движущейся нагрузки. Результаты экспериментов показали наличие критической 

скорости. В работах. [199, 200] Takizawa T провел математическую обработку 

результатов экспериментов для установления резонансных и критических 

скоростей движения нагрузки. 

В работе Squire V.A. et al. [195] приведены результаты экспериментов на 

озере в Норвегии и на морском льду в Антарктиде. Измерялись деформации льда, 

вызванные движением транспортного средства. Обсуждается существование 

критической скорости, при которой деформация является резонансной. 

Отмечается, что экспериментальные результаты для морского и озерного льда 

аналогичны. Однако, для озерного льда критическая скорость равнялась 15,2 м/с, 

а для морского – 19,6 м/с. Обе критические скорости являются минимальной 

фазовой скоростью распространения изгибно-гравитационных волн. В статье 

[194] отмечается, что величина и форма профиля прогиба зависит от веса и 

скорости транспортного средства, а также от толщины и свойств льда. 

Эксперименты проводились на морском льду пролива Мак-Мердо (Антарктида). 

Для экспериментов в качестве транспортного средства использовался пикап и 

самолет ВМС США. Отмечается, что экспериментальные данные хорошо 

согласуются с теорией. В [196] приводятся результаты экспериментов на 

Антарктическом морском льду с использованием тензометрических датчиков для 

измерения деформаций, вызванных транспортными средствами. Отмечено, что 

результаты экспериментов отлично согласуются с теорией. В монографии 

Squire V.A. et al. [192] обобщены результаты многих исследователей вплоть до 

1995 г. Монография многократно переиздавалась. Последнее издание вышло в 

2012 г. [193]. В книге выполнен краткий отчет об исследованиях перемещения 

грузов по плавающему ледяному покрову, который охватывает как 

экспериментальные, так и теоретические работы. Приводятся примеры 

экспериментальных исследований с их интерпретацией. 
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В работах [148, 201] продемонстрирована возможность использования 

спутниковых радиолокационных наблюдений ледяного покрова при движении по 

нему движущегося транспортного средства. Полученные результаты могут 

оказать неоценимый вклад в решение проблемы безопасности движения 

транспортных средств по ледовым дорогам. 

 

1.2. Математические модели ледяного покрова 

 

Сплошной ледяной покров, плавающий на поверхности жидкости, вносит 

значительные изменения в характеристики поверхностных волновых движений. 

Поверхностные волны в сплошном ледяном покрове представляют собой 

комбинацию изгибной волны в ледяной пластине и гравитационной волны в воде. 

В зависимости от температуры и характера нагрузки, ледяной покров 

моделируется упругой или вязкоупругой пластиной. Простейшим 

математическим моделям ледяного покрова посвящены работы: [30, 46, 59, 83, 93, 

128, 131]. 

При решении прикладных задач ледяной покров часто рассматривается как 

тонкая упругая пластинка, плавающая на поверхности жидкости. Колебания 

плавающего ледяного покрова, как тонкой упругой однородной пластины, 

впервые рассмотрел в своей работе Greenhill A.G. [163, 164]. 

В монографии Зуева В.А. [30, стр. 13] отмечается, что лед при температурах 

от –3
о
С и ниже ведет себя как вполне упругое тело, подчиняясь закону Гука. В 

этом случае уравнение малых вынужденных колебаний ледяного покрова 

записывается в виде [128, стр. 53]: 
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
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где 
)1(12 2
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
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D , 24

l
 , 2

2

2

2

yx
l









 , π – плотность жидкости, D, E, h, π1, μ 

– цилиндрическая жесткость, модуль нормальной упругости (модуль Юнга), 

толщина, плотность и коэффициент Пуассона пластины, ζ(х, у, t) – прогиб 
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пластины (возвышение поверхности пластина-жидкость), υ(x, y, z, t) – потенциал 

движения жидкости. q(x, y, t) – внешняя сила. 
2

2

1

4

t
hD



  – упругая 

составляющая; 
t

g



  – гидродинамическая составляющая. 

С учетом сил равномерного сжатия уравнение малых колебаний ледяной 

пластины (1.1) записывается в виде: 
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 ,   (1.2) 

где Q – сжимающее усилие (при отрицательных значениях – растяжение). 

В случае неравномерного сжатия уравнение (1.2) имеет вид [103]:  
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где Qx, Qy, Qxy – продольное, поперечное и сдвиговое сжатие.  

При температуре таяния во льду преобладают вязкие и пластические 

свойства. В качестве линейной вязкоупругой среды, имитирующей лед, 

рассматриваются модели Максвелла и Кельвина–Фойгта. 

В монографиях Хейсина Д.Е. [128, стр. 182] и Зуева В.А. [30, стр. 19] 

отмечается, что для колебательных процессов, периоды которых много меньше 

времени релаксации льда, можно принять закон деформирования Кельвина–

Фойгта. Тогда уравнение колебаний вязкоупругой ледяной пластины 

записывается в виде [30, 46, 128]: 
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где 
G

ф

ф


  – время релаксации деформаций, 

)1(2 


E
G  – модуль упругости 

льда при сдвиге, ф
  – коэффициент вязкости при сдвиге. 

В [128, стр. 185] отмечено, что, если колебания происходят с большим 

периодом, следует принимать модель Максвелла с линейной релаксацией. В этом 

случае уравнение малых колебаний ледяного покрова имеет вид [46, 128]: 
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где 
G

м

м


  – Максвелловское время релаксации напряжений, м

  – коэффициент 

вязкости при сдвиге. 

В [30, стр. 19] отмечается, что, если период колебаний большой или если 

рассматривается поведение льда при медленном изменении нагрузки, то 

применяется модель Максвелла с линейной релаксацией [30]: 
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где м
  – время релаксации напряжений. 

Уравнения (1.1)–(1.6) являются основными линейными моделями ледяного 

покрова. 

 

1.3. Физико-механические свойства льда 

 

Значительная часть водных объектов страны (реки, озера, водохранилица и 

моря) в зимний период покрывается ледяным покровом. Поэтому изучение 

поведения плавающего лядяного покрова от воздействия на него различного рода 

нагрузок является одной из актуальных задач современной отечественной науки. 

Морской лед ведет себя как вполне упругое тело, если соблюдается закон 

Гука. Упругие свойства ледяного покрова вполне описываются тремя 

характеристиками: модулем Юнга Е, коэффициентом Пуассона μ и плотностью π. 

Зная модуль Юнга и коэффициент Пуассона, модуль сдвига G и модуль объемной 

упругости K можно определить по следующим формулами: 

)1(2 


E
G ; 

)21(3 


E
K . 

Упругие характеристики льда (модуль Юнга, модуль сдвига и коэффициент 

Пуассона) определяются двумя основными методами: статическим и 

динамическим. Кроме указанных методов, значения упругих характеристик льда, 
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получают с помощью сейсмических, ультразвуковых и акустических методов, 

которые неплохо согласуются между собой. Исследованию физико-механических 

характеристик льда посвящен ряд работ: [1, 2, 22, 25, 40, 66, 79, 81, 112]. 

Приведем основные физико-механические параметры для пресноводного и 

морского льда, которые необходимы для дальнейшего исследования. 

Плотность льда. 

Плотность льда в значительной степени определяется структурой льда. Она 

зависит от температуры, давления, солености и других факторов. Плотность 

морского льда незначительно отличается от плотности пресноводного. Плотность 

льда колеблется в пределах: πл = 830÷930 кг/м
3
 для морского и πл = 800÷920 кг/м

3
 

для пресноводного. В работе [2] приводится эмпирическая формула зависимости 

плотности льда от температуры Т (
0
С) и давления Р (Па) 

),1053,11))(1)1001,1/((1094,01(),( 457

0
TPTP    

где π0 = 916,8 кг/м
3
 – плотность чистого льда, Р = 1,013·10

5
 Па. 

Коэффициент Пуассона. 

Коэффициент Пуассона – это величина отношения относительного 

поперечного сжатия к относительному продольному растяжению. Этот 

коэффициент зависит от природы материала. Величина коэффициента Пуассона 

изменяется в пределах: μ = 0,30÷0,42. Для практических расчетов величину 

коэффициента Пуассона льда при температуре Т можно выразить формулой [81]: 

)48,5/exp(06105,0333,0 T . 

Для изотропных материалов, подчиняющихся закону Гука: 

1)2/(  GE . 

Модуль упругости (модуль Юнга). 

Модуль упругости Е характеризует сопротивляемость льда упругой 

деформации при растяжении или сжатии: Е = σ/ε, где σ – напряжение, вызываемое 

в образце действующей силой (равно силе, делѐнной на площадь приложения 

силы), ε – упругая деформация образца, вызванная напряжением (равна 

отношению изменения размера образца после деформации к его первоначальному 

размеру). 
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Результаты по определению Е статическими методами существенно зависят 

от условий проведения экспериментов. Это связано с тем, что значение модуля 

упругости необходимо находить только в области упругих деформаций. При 

статических же испытаниях рассмотренными методами обязательно проявляют 

себя пластические деформации, то есть измеренная величина деформации обычно 

превышает истинную и полученные значения Е оказываются заниженными. При 

определении Е статическим методом проявляются пластические деформации. 

Модуль упругости E, зависит от температуры и структуры льда. Для определения 

модуля упругости льда используют статический и динамический способы. При 

статическом методе значение модуля упругости Ес меньше значения полученного 

при динамическом Ед [30]: 

Па10)0648,069,5( 9

с
 TЕ ; Па10)8,98( 9

д
Е , 

где Т – абсолютная температура воздуха.  

В Таблице 1.1 приведены диапазоны изменения Модуля Юнга, 

коэффициента Пуассона и плотности для морского и пресноводного льда, 

полученные в результате анализа указанных выше работ. 

 

Таблица 1.1 – Значения модуля Юнга, коэффициента Пуассона и плотности 

льда 

Упругие характеристики льда Морской лѐд Пресноводный лѐд 

Модуль Юнга Е, (Па, Н/м
2
) (1,2÷10,0)·10

9
 (2,9÷12,3)·10

9
 

Коэффициент Пуассона, μ 0,30÷0,40 0,33÷0,42 

Плотность льда, πл (кг/м
3
) 830÷930

 
800÷920 

 

Для количественной оценки численные расчеты проводились для 

следующих параметров ледяного покрова и жидкости: 
9103E  Н/м

2
, 34,0 , 

870
л

кг/м
3
, 310

в
кг/м

3
, h = 0,2; 0,5; 1,0 м, Н = 100 м. 
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1.4. Фазовая и групповая скорости изгибно-гравитационных, 

гравитационных и упругих волн 

 

Ледяной покров, плавающий на поверхности жидкости, существенно меняет 

характер поверхностного волнения. Поверхностные волны в сплошном ледяном 

покрове представляют собой комбинацию изгибной волны в ледяной пластине и 

гравитационной волны на воде. Сплошной ледяной покров, плавающий на 

поверхности жидкости, будем рассматривать как тонкую упругую пластину, 

лежащую на упругом основании. Для математического описания волновых 

процессов, происходящих на границе раздела пластина-жидкость, приходится 

привлекать известные из теории упругости уравнения изгиба пластин, а также 

уравнения гидродинамики. 

Рассмотрим дисперсионные зависимости фазовых и групповых скоростей 

упругих волн в пластине, гравитационных волн на поверхности жидкости и 

изгибно-гравитационных волн в плавающей упругой пластине. Исследуем 

влияние сил сжатия и растяжения на фазовую скорость изгибно-гравитационных 

волн.  

Дифференциальное уравнение малых поперечных колебаний ледяной 

пластины, плавающей на поверхности жидкости, в рамках гипотез Кирхгофа-Лява 

имеет вид: 

),,(),,(
2

2

1

4 tyxqtyxp
t

hQD
l





 , z = 0,   (1.7) 

где p(x, y, t) – гидродинамическое давление на нижнюю поверхность льда, q(x, y, t) 

– внешние силы, D = Eh
3
/(12(1–μ

2
)) – цилиндрическая жесткость пластины, 

24

l
 , 

2222 ух
l

 , ρ – плотность жидкости, E, h, ρ1, μ – модуль 

нормальной упругости, толщина, плотность и коэффициент Пуассона пластинки, 

Q – сжимающее усилие, ζ – возвышение поверхности пластина-жидкость. 

Для потенциального волнового движения малой амплитуды 

гидродинамическое давление определяется по формуле: 



31 

t
gp




 , z = 0,     (1.8) 

где υ – потенциал движения жидкости, удовлетворяющий уравнению Лапласа 
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Подставляя (1.8) в уравнение равновесия ледяной пластины (1.7), получим: 
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 , z = 0.  (1.9) 

Выражение (1.9) представляет собой динамическое граничное условие на 

поверхности жидкости, покрытой сплошным ледяным покровом (упругой 

пластиной). Кроме того, прогиб пластины ζ и потенциал скорости υ связаны 

кинематическим условием: 

zt 







, z = 0.     (1.10) 

Линеаризованное условие (1.10) (условие прилипания) выражает тот факт, что 

нормальная компонента скорости жидкости на еѐ поверхности равняется скорости 

перемещения пластины. 

Рассмотрим свободные колебания плавающего ледяного покрова, 

происходящие в плоскости хОz (плоская задача). В этом случае уравнение (1.9) 

будет иметь вид [128]: 
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Рассмотрим случай, когда в сплошном ледяном покрове бесконечной 

протяженности распространяется плоская монохроматическая волна изгиба 

))(exp(
0

trxi  .     (1.12) 

Решение для потенциала скорости υ будем искать в виде: 

)())(exp(
0

Hzchtrxi  ,   (1.13) 

удовлетворяющего уравнению Лапласа 0  и условию непроницаемости на 

дне: 0 z , z = H. 
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Подставляя (1.12) и (1.13) с учетом (1.10) в уравнение (1.11), получим 

следующую зависимость между круговой частотой ω и волновым числом r для 

изгибно-гравитационной волны с учетом сжимающего усилия: 






hrthrH

rthrHgQrDr

1

24 )(
, 

для гравитационной волны: rgthrH , 

для изгибной волны: 
h

QDr
r

1

2




 . 

Фазовая vф и групповая vг скорости волн определяются следующими формулами: 

r
v

ф


 , 

dr

d
v

g


 . 

На Рисунке 1.1 приведены зависимости фазовой (штриховые линии) и 

групповой (сплошные линии) скоростей от волнового числа при отсутствии сил 

сжатия и растяжения. Дисперсионные кривые 1 для изгибных волн в свободной 

пластине, 2 для гравитационных волн на чистой воде и 3 для изгибно-

гравитационных волн в плавающем ледяном покрове.  

 

 

Рисунок 1.1 – Дисперсионные кривые фазовых и групповых скоростей волн  

для Q = 0, h = 0,2 м, H = 100 м 
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Как фазовая, так и групповая скорость изгибно-гравитационной волны 

имеют минимум. Минимум фазовой скорости совпадает с групповой скоростью. 

На рисунке v0 – минимальное значение фазовой скорости, v1 – скорость при 

которой совпадают фазовые скорости изгибной, гравитационной и изгибно-

гравитационной волн, gH  – скорость распространения длинных волн. При 

v < v0, волны в ледяном покрове не образуются. 

На Рисунке. 1.2 приведены фазовые (штриховые линии) и групповые 

(сплошные линии) скорости волн для различных значений сил растяжения и 

сжатия. Дисперсионные кривые 1 для сил растяжения ( gDQ  5,0 ), кривые 2 

для значения 
0

QQ   и кривые 3 для сил сжатия ( gDQ  9,1 ). При значении

0
QQ   минимальное значение групповой скорости равно нулю. При дальнейшем 

увеличении сжимающего усилия ( gDQQ  2
0

) этот минимум становится 

отрицательным (групповая скорость становится отрицательной), где gDQ  2  –

  статическое усилие, вызывающее потерю устойчивости ледяной пластины [128]. 

 

Рисунок 1.2 – Фазовая и групповая скорость изгибно-гравитационных волн  

для h = 0,2 м, H = 100 м 
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Здесь  

)(
410

rqQ  , 

где 
4

r  – положительный корень уравнения 0)(
1

 rq , а 
1

q  имеет вид: 

1

32

4

312

4

1

2

1
)2)(4)1((   qqrqDqrDrq , 

2

2
)(  rHchrHrHthq , rHthrHthrgq )1(

13
 . 

На Рисунке 1.1: 

000
)( rrv  , 

где 
2/14

1

2

1
))()1(( rMrDrQ  , thrHthrHrgrgrM 1

1
)1()( 

 
 1

0
)(rv , 0

r  –  

единственный положительный корень уравнения 0)(
0

 r , D1 = D/ρg, Q1 = Q/ρg, 

D –  цилиндрическая жесткость пластины. 

)(
331

rv  , 

2/1322

3
)/)(()/((  rrr , r3 – действительный корень уравнения 0)(

33
 r ,

 
03

rr  ,  

В Таблице 1.2 приведены значения критических скоростей v0 и v1 для сил 

растяжения (отрицательные значения) и сил сжатия (положительные значения) 

для значений 
0

QQ  . 

 

Таблица 1.2 – Значения критических скоростей v0 и v1 для сил сжатия и 

растяжения 

Q= gDk 
 

v0 (м/с) v1 (м/с) 

h=0,2 м h=0,5 м h=0,2 м h=0,5 м 

-1,5 gD  10,2 14,4 18,7 23,4 

-1,0 gD  9,6 13,6 17,4 22,6 

-0,5 gD  8,9 12,5 15,8 21,3 

0 8,1 11,3 14,0 19,4 

0,5 gD  7,2 9,9 12,3 16,6 

1,0 gD  6,0 8,2 10,0 13,6 

1,5 gD  4,2 6,4 6,3 8,6 
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При уменьшении сил растяжения и увеличении сжатия значения 

критических скоростей v0 и v1 уменьшаются. 

На Рисунке 1.3 приведены зависимости критических скоростей v0 и v1 от сил 

сжатия и растяжения. Здесь gDQQ  /
3 . Отрицательные значения Q3 

характеризуют растяжения, а положительные сжатие. Сплошные линии отвечают 

значениям v0, а штриховые v1. Линии по порядку, снизу вверх, соответствуют 

толщине ледяной пластины равной 0,2; 0,5 и 1 м. 

 

 

Рисунок 1.3 – Зависимость критических скоростей v0 и v1  

от сил растяжения и сжатия 

 

Силы растяжения увеличивают значения критических скоростей v0 и v1, а 

силы сжатия уменьшают. Однако, при gDQQ  2
0

 значение критической 

скорости v1 увеличивается, а значение v0 продолжает уменьшаться, стремясь к 

нулю при Q стремящемся к значению gD2 . Значения критических скоростей v0 

и v1 увеличиваются при увеличении толщины ледяного покрова. 
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При уменьшении толщины ледяного покрова и глубины жидкости 

уменьшаются значения критических скоростей v0 и v1. С уменьшением глубины 

жидкости уменьшается разница между значениями критических скоростей. Таким 

образом, для разрушения ледяного покрова судно на воздушной подушке может 

двигаться с меньшей критической скоростью. 

Исследованиям критических скоростей посвящен ряд работ: [45, 82, 90, 113, 

129, 167, 168, 204, 205]. В [45] дан обзор работ, посвященных способам 

определения критических скоростей в результате экспериментальных 

исследований. Этим же исследованиям посвящены и работы [204, 205]. В данных 

работах не исследуется значение скорости v1 как критической. 

 

1.5. Заключение по главе 1 

 

Свойства ледяного покрова зависят от температуры. При температурах 

ниже –3
о
С ледяной покров ведет себя как вполне упругое тело. Поэтом ледяной 

покров часто моделируют тонкой упругой изотропной пластинкой. 

При воздействии на ледяной покров движущейся нагрузки, образуются 

изгибно-гравитационные волны. Эти волны не образуются, если скорость 

движения источника меньше некоторой критической скорости v0, зависящей от 

глубины водоема, толщины льда и его физико-механических характеристик. Этой 

скоростью является минимальное значение фазовой скорости изгибно-

гравитационной волны.  

Исследования плавающего ледяного покрова при движении по нему 

различного рода нагрузок строятся в зависимости от того, является ли разрушение 

льда желательным или нежелательным. Возникает необходимость исследований 

поведения ледяного покрова при движении по нему источника возмущений. 

Важно знать поведение ледяного покрова в зависимости от скорости 

перемещения нагрузки, знать критические скорости, при которых возможно 

разрушение ледяного покрова. 
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Знание значений критических скоростей, при использовании ледяного 

покрова в качестве ледовых дорог и переправ, позволит избежать опасных 

режимов движения транспортных средств. С другой стороны, при разрушении 

ледяного покрова, знание критических скоростей позволит повысить 

эффективность использования СВП. 

По главе 1 опубликованы работы: [37, 63, 139, 144, 145]. Из них: [144] – 

статья из перечня ВАК; [37, 63, 139, 145] – материалы конференций. 
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ГЛАВА 2 

ТРЕХМЕРНЫЕ ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ ОТ 

ДВИЖУЩИХСЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 

Реакция плавающего ледяного покрова на движущиеся нагрузки 

представляет большой интерес в северных регионах, где ледяной покров 

используется для доставки по нему грузов. При использовании ледяного покрова 

в качестве переправ важно знать не только физико-механические свойства льда, 

но и его поведение от воздействия на него различного рода нагрузок. При 

движении по ледяному покрову транспортного средства в нем образуются волны, 

которые, в определенных случаях, приводят к его разрушению. В большинстве 

случаев ледяной покров моделируется тонкой упругой пластиной, плавающей на 

поверхности жидкости. Такая модель хорошо согласуется экспериментальными 

данными. 

В практике судоходства, для продления навигации, часто возникает 

необходимость разрушения ледяного покрова рек и водоемов. Для разрушения 

плавающего ледяного покрова используются суда на воздушной подушке (СВП), 

которые, двигаясь с определенной скоростью, создают условия для разрушения 

льда. Одним из способов разрушения льда СВП является резонансный способ. 

При резонансном способе разрушение ледяного покрова происходит вследствие 

возбуждения изгибно-гравитационной волны при движении СВП. 

Среди работ, посвященных теоретическим исследованиям установившихся 

трехмерных изгибно-гравитационных волн в плавающих на поверхности 

идеальной несжимаемой жидкости тонких упругих пластин по поверхности 

которых перемещается нагрузка, отметим следующие работы: [3–6, 8, 10, 23, 104, 

121, 122, 130, 157, 192, 199]. В монографиях [3, 192] и работе [199] изучается 

структура волн и прогибы ледяного покрова, вызванные движущимися 

нагрузками. 

Исследованию структуры трехмерных изгибно-гравитационных волн, 

вызванных движущимися нагрузками посвящены работы [8, 10, 23, 121, 130]. В 



39 

[23, 130] исследуются трехмерные установившиеся гравитационно-упругие волны 

без учета сил сжатия и растяжения в ледяной пластине для различных режимов 

перемещения давлений. В [10] исследуется влияние сил растяжения и сжатия на 

изгибно-гравитационные волны, генерируемые движущимся источником 

возмущений. В [8] исследуется влияние неравномерного сжатия на трехмерные 

колебания плавающей упругой пластинки, по поверхности которой перемещается 

область давлений. Изучается фазовая структура портретов колебаний. В [121] 

исследуется структура волнового возмущения в равномерно сжатой упругой 

пластине при наличии течения со сдвигом скорости. 

Исследованию прогибов ледяного покрова при движении источника 

возмущений посвящены работы [4–6, 121, 122, 157]. В [4] изучаются прогибы 

плавающего ледяного покрова вблизи области давлений движущейся с 

докритической скоростью (v < v0). Показано что прогиб имеет форму близкую к 

осесимметричной, если скорость движения давлений близка к нулю, и становится 

вытянутым при увеличении скорости нагрузки. Глубина прогиба увеличивается 

при увеличении сил сжатия и убывает с увеличением растягивающих усилий. В 

[5] исследуются прогибы льда вблизи движущейся области давлений для скорости 

движения нагрузки выше критической (v > v0). В [6] рассматриваются колебания 

для докритического и сверхкритического режимов движения нагрузки. 

Приводится сравнение теоретических профилей изгиба ледяного покрова с 

известными результатами экспериментальных исследований. В [157] изучаются 

волновые картины в плавающей пластине от стационарно движущегося 

источника. Приведено изменение амплитуды волн в зависимости от направления 

движения источника. В [121, 122] исследуется зависимость максимальных 

деформаций сжатого ледяного покрова, плавающего на поверхности жидкости 

при наличии течения со сдвигом скорости. 

Исследуем прогибы ледяного покрова на удалении от области движущихся 

возмущений. Изучим влияние скорости перемещения нагрузки, толщины 

пластины, сил сжатия и растяжения на амплитуды образующихся трехмерных 

изгибно-гравитационных волн. 
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2.1. Постановка задачи 

 

Пусть на поверхности идеальной несжимаемой жидкости конечной глубины 

Н плавает ледяной покров, который моделируется тонкой упругой изотропной 

пластинкой. В горизонтальных направлениях пластинка и жидкость не 

ограничены. По поверхности пластины перемещается с постоянной скоростью v 

нагрузка: 

.),,(
110

vtxxyxfpp       (2.1) 

Считая движение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц 

жидкости и прогиб пластинки малыми, исследуем влияние скорости перемещения 

источника возмущений, сил сжатия и растяжения в пластинке на амплитуды 

образующихся волн. 

В системе координат х1, у, связанной с движущейся областью давлений, 

задача сводится к решению уравнения Лапласа для потенциала скорости υ  

0 , 0 zН ,  yx, ,   (2.2) 

удовлетворяющего следующими граничным условиям: 

граничному условию на поверхности )0( z  

),(
12

2

2

11

4

1
yxfp

xg

v

x
vQD

l










 ,  (2.3) 

граничному условию на дне )( Hz   

0




z
      (2.4) 

и кинематическому условию )0( z  

x
v

z 







,      (2.5) 

где gDD 
1

, gQQ 
1

, gh 
11

, ))1(12( 23  EhD , gpp 
01

, 
24

l
 , 

2222 yx
l

 ,   – плотность жидкости, E , h , 
1

 ,   – модуль нормальной 

упругости, толщина, плотность и коэффициент Пуассона пластинки, Q  – 

сжимающее усилие (знак «минус» перед Q отвечает растягивающим усилиям), ζ –
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возвышение поверхности пластина-жидкость. При этом и здесь, и далее у х1 

опущен индекс 1. 

 

2.2. Решение задачи 

 

Применяя для решения задачи (2.1) – (2.5) преобразование Фурье по 

горизонтальным координатам x, y, получим следующее интегральное 

представление для прогиба пластинки: 

 












 





0

*1

1
),,()()(Re

2

1
drRrIrMrfrp ,   (2.6) 

  


 




 dirRkI )cos(exp
2

1 23

2

1

0
,   (2.7) 

где 
2/14

1

2

1
))()1(( rMrDrQ  , thrHthrHrgrgrM 1

1
)1()(  , 

2/122 )( nmr  , 

2/122 )( yxR  ,  cosrm ,  sinrn ,  cosRx ,  sinRy ,  cos
0

rvk , 

)(* rf  – трансформанта Фурье функции )(Rf . 

Вычисление интегралов (2.6), (2.7) проведѐм для трѐх диапазонов скорости, 

перемещая области давления: 

0
0 vv  , gHvv 

0 , gHv  . 

Здесь 000
)( rrv  , 0

r  – единственный положительный корень уравнения 0)(
0

 r , 

 1

0
)(rv , 0

v  – минимальное значение фазовой скорости изгибно-

гравитационной волны, gH  – скорость распространения длинных волн. 

Подынтегральное выражение в (2.7) при 
0

0 vv   не имеет особенностей на 

пути интегрирования. При условиях gHvv 
0 , 21

rrr   или gHv  , 

2
0 rr   имеет полюса 02,1

arccos  , 2,1
r  – положительные корни уравнения 

1)(
0

 r . 
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Удовлетворяя условию излучения, заменим путь интегрирования в (2.7) на 

контур L , идущий по действительной оси от 2/  до 2/3  с обходом 

точек 
1
  и 

2
  в комплексной плоскости   по малым полуокружностям 

снизу и сверху соответственно. 

Если 
0

0 vv  , то применяя к (2.7) метод стационарной фазы и интегрируя 

после этого (2.6) по частям получим, что, при больших значениях R ,   имеет 

порядок не ниже )( 1RO . 

Пусть gHvv 
0 . Представим в этом случае интеграл (2.6) в виде суммы 

трѐх интегралов по отрезкам ],0[
1
r , ],[

21
rr , ],[

2
r . Так как подынтегральное 

выражение в (2.6) на первом и третьем отрезках не имеет особенностей, то 

последовательное применение метода стационарной фазы и интегрирование по 

частям показывают, что двойные интегралы, соответствующие первому и 

третьему отрезкам, имеют порядок )( 1RO . Следовательно 

)(),,()()(Re
2

1 1*1

1

2

1

 










  ROdrRrIrMrfrp

r

r

,  (2.8) 

 


 

L

dirRkI ))cos(exp(
2

1 1

0 .   (2.9) 

Вычисляя (2.9) с учѐтом знаков выражения ))cos(Re( i  на малых 

полуокружностях, обходящих точки 2,1
 , и, подставляя в (2.8) полученные 

выражения для I, найдѐм: 

)(Re
2

1 1
9

1
1








  ROp
j
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;,),(
3

1
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  drrN

n

r
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2

4

28
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r
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,)4cos(),(
2

1

3

2/1

9
drrRrBR

r

r

 


 

)exp(
2,12,12,1

iRФBN  , 
12

0

*

2,1
)1)(()(  vrMrifB , 

1*

3
)()(  rMrqrfB , 

),sin1cos( 2

002,1
 rФ  ,))cos(2(2 12222  rvrq  

)),((max
1

rarctg   ,1 2

0

1

01
 

 

где 2,1
n  – вещественные корни уравнения )(

1
rtg  , а 4,3

n  – вещественные 

корни уравнения )(
1

rtg  . 

Рассмотрим случай, когда сжимающие усилия удовлетворяют условию 

01
QQ  , где )(

410
rqQ  , 

4
r  – положительный корень уравнения 0)(

1
 rq , а 

1
q  

имеет вид: 

1

32

4

312

4

1

2

1
)2)(4)1((   qqrqDqrDrq , 

2

2
)(  rHchrHrHthq , rHthrHthrgq )1(

13
 . 

В этом случае фазовые функции Ф1 и Ф2 в интегралах 
2

 , 
4

 , 
5

 , 
7

  не 

имеют стационарных точек, а )( 1

9

 RO . Следовательно, 

)( 1

7542

 RO . Стационарные точки фазовой функции Ф1 в интегралах 

1
 , 

3
  являются корнями уравнения: 

)(
2

rtg  , 
1

00

2

002
))(1(1)(  rr ,  (2.11) 

а функции Ф2 в интегралах 
6

 , 
8

  корнями уравнения  

)(
2

rtg  .     (2.12) 

На Рисунке 2.1 приведено качественное поведение функции )(
2

r  при 

01
QQ  . 

При 10
vvv   уравнение (2.11) имеет в рассматриваемых диапазонах 

изменения ],[
21

rrr  один корень 
3

r , а 0)(
2

 r . Один корень имеет уравнение 
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(2.11) и при gHvv 
1 , если 

2
0   или 

1
. Обозначим его через 

1
  в 

первом случае и через 
3

  во втором. Если же gHvv 
1 , а 

12
 , то 

имеется три корня 
321

 . При этом 0)(
2

 r  в двух точках 
4

r  и 
5

r . 

Если gHv  , то 0
1
r , а уравнение 0)(

2
 r  имеет только один действительный 

корень 
5

 . Уравнение (2.11) при этом не имеет действительных корней, если 

2
0  . При 

32
  имеется два корня 

2
 , 

3
 , а при 

3
 только один 

3
 . 

 

        

      а) 10
vvv            b) gHvv 

1   c) gHv   

Рисунок 2.1 – Поведение функции )(
2

r  при 
01

QQ   

 

Здесь:   )(
331

rv  ,
2/1322

3
)/)(()/((  rrr ,  (2.13) 

где 
3

r  – действительный корень уравнения 0)(
33
 r ,

 
03

rr  . 

)(
421

 arctg , )(
522

 arctg , 2/12

3
)1)/((  gHvarctg ,  (2.14) 

35241
 , 

241
  при 

1
 , 

352
  при

2
 . Корни 

1
 , 

2
 , 

3
  уравнения (2.11) удовлетворяют и уравнению (2.12) в соответствующих 

диапазонах изменения скорости перемещения источника v  и угловых зонах в 

нижней полуплоскости )0(  . 
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2.3. Анализ полученного решения 

 

На основании анализа стационарных точек фазовых функций интегралов 

,
1

  
3

 , 
6

 , 
8

  получим из (2.10): 
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0
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если gHv  , то 
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где )4/)1(),(cos()(2/1   k

kjkjk
RФR , ,3,2,1k ,2,1j  

2/112

01
)2()1)(()(  

jj
ФvrMrf , 1

*

1
)()( prfrf  , 

),()/()(
1

* rbJrbrf   
1

J  – функция Бесселя, b – радиус области давлений. 

При 0 < v < v0 (2.15) волн с амплитудой затухания как R
-1/2

 не образуется.  

При движении нагрузки со скоростью v0 < v < v1 образуется одна система 

волн ζ3, затухающих с расстоянием как R
-1/2

 (2.16). Эти волны покрывают всю 

поверхность плавающей пластинки. На Рисунке 2.2 представлен фазовый портрет 

образующихся волн – линии равной фазы. Волны, распространяющиеся впереди 

источника возмущений, обусловлены упругими силами пластинки. Они 

относительно более короткие. Волны, распространяющиеся за источником 

возмущений, более длинные. Их поведение напоминает гравитационную волну на 

морской поверхности. Волны, бегущие впереди источника и за ним, имеют 

различные групповые скорости. Короткая (упругая) волна распространяется 

впереди источника, так как ее групповая скорость больше скорости источника и, 

наоборот, длинная (гравитационная) волна распространяется за источником. По 
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мере увеличения скорости нагрузки длина изгибной волны уменьшается, а длина 

волны, бегущей за источником, увеличивается и все больше приобретает характер 

гравитационной волны. Длина волны на луче γ = 0 равна λ1 = 2π/r1, а на луче γ = π 

равна λ2 = 2π/r2, где r1 и r2 вещественные корни уравнения τ0(r) = 1. Направление 

гребней этих волн определяется углом γ0 = arctg((v/v0)
2
–1)

-1/2
. При увеличении 

скорости перемещения нагрузки величина этого угла уменьшается, и упругие 

волны распространяются под более острым углом. 

 

 

Рисунок 2.2 – Фазовый портрет изгибно-гравитационной волны ζ3  

для v = 10 м/с (v0
 < v < v1), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

На Рисунках 2.3 и 2.4 приведено пространственное распределение 

амплитуды изгибно-гравитационной волны ζ3 при отсутствии сил сжатия и 

растяжения. При скоростях движения нагрузки близких к минимальному 

значению фазовой скорости v0 (Рисунок 2.3) максимальное значение амплитуды 

волны находится по трассе движения источника. Амплитуда волны, бегущей 

впереди источника, меньше амплитуды волны, бегущей за источником. При 

скоростях движения источника возмущений, приближающихся к критической 
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скорости v1 (Рисунок 2.4), максимум амплитуды волн за источником смещается 

вверх и достигает максимума при v = v1 на луче γ = γ1 = γ2 (Рисунок 2.5).  

 

 

Рисунок 2.3 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3  

для v=8,5 м/с (v0 < v< v1), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

 

Рисунок 2.4 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3  

для v = 10 м/с (v0 < v < v1), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 
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Рисунок 2.5 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 

для v =14 м/с (v = v1), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

На Рисунках 2.6 и 2.7 показано распределение амплитуды изгибно-

гравитационной волны ζ3 для сжимающего усилия (Рисунок 2.6) и силы 

растяжения (Рисунок 2.7). 

 

 

Рисунок 2.6 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 

для v = 10 м/с (v0 < v < v1), gDQ  5,0 , h = 0,2 м, Н = 100 м 
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Рисунок 2.7 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 

для v = 10 м/с (v0 < v < v1), gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

Амплитуда изгибной волны ζ3 при увеличении сжимающего усилия 

уменьшается, а при увеличении растягивающего усилия увеличивается. Это 

связано с тем, что для первого случая (Рисунок 2.6) скорость v = 10 м/с близка к 

критической скорости v1, а для второго случая (Рисунок 2.7) эта скорость близка к 

v0. 

На Рисунках 2.8 и 2.9 приведено распределение амплитуды изгибно-

гравитационной волны ζ3 для толщины ледяного покрова равной 0,5 м. 

 

Рисунок 2.8 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3. 

для v = 12 м/с (v0 < v< v1), Q = 0, h = 0,5 м, H = 100 м 
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Рисунок 2.9 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3. 

для v = 14 м/с (v0 < v < v1), Q = 0, h = 0,5 м, H = 100 м 

 

При движении источника возмущений со скоростью близкой к v0 (Рисунок 

2.8) максимум амплитуды находится по трассе движения, а при движении со 

скоростью близкой к v1 максимум амплитуды смещается. При увеличении 

толщины ледяного покрова амплитуда волны ζ3 уменьшается. 

При дальнейшем увеличении скорости перемещения нагрузки gHvv 
1

образуются три системы волн: ζ1, ζ2 и ζ3. Фазовый портрет этих волн представлен 

на Рисунке 2.10. Упругая волна ζ3 распространяется впереди источника, а волны 

ζ1 и ζ2 распространяются за источником возмущений. Упругая волна ζ3 

распространяется в угловой зоне γ2 < γ < 2π–γ2. В угловой зоне –γ2 < γ <γ2 упругие 

волны ζ3 не распространяются. Волны ζ1 носят характер поперечных, а ζ2 

продольных корабельных волн, деформированных за счет упругих и массовых 

сил пластинки. При отсутствии пластинки распространяются только продольные 

и поперечные корабельные волны. Продольные волны 
2

  распространяются в 

угловых зонах, 
12
  и 

21
 . Поперечные волны 

1
  

распространяются за источником в угловой зоне 
11
 . Эта зона 

увеличивается при увеличении скорости перемещения нагрузки и при gHv   

2/
1

 . 
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Рисунок 2.10 – Фазовый портрет изгибно-гравитационных волн ζ1, ζ2 и ζ3  

для v = 20 м/с (v1 < v < gH ), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

На Рисунках 2.11 – 2.13 представлены амплитуды этих волн: ζ1 –  

поперечная волна (Рисунок 2.11); ζ2 – продольная волна (Рисунок 2.12); ζ3 –  

упругая волна (Рисунок 2.13). Амплитуда поперечной волны 
1
  меньше 

амплитуды продольной 
2

  и упругой 
3

  волн. 

 

 

Рисунок 2.11 – Амплитуда поперечной волны ζ1 

для v = 20 м/с (v1 < v < gH ), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 
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Рисунок 2.12 – Амплитуда продольной волны ζ2 

для v = 20 м/с (v1 < v < gH ), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

Рисунок 2.13 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3 

для v = 20 м/с (v1 < v < gH ), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

На Рисунках 2.14 – 2.16 приведены амплитуды поперечной волны 
1
  

(Рисунок 2.14), продольной 
2

  (Рисунок 2.15) и упругой волны 
3

  (Рисунок 2.16) 

волн для сжимающего усилия gDQ  . 

Силы сжатия и растяжения существенного влияния на амплитуды волн 
1
  и 

2
  не оказывают. При увеличении сжимающих усилий амплитуда упругой волны 

3
  увеличивается и уменьшается при увеличении сил растяжения. Увеличение 

толщины ледяного покрова уменьшает амплитуды волн 
2

 , 
3

  и не оказывает 

существенного влияния на амплитуду волны 
1
 . Наибольшее влияние на 
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амплитуды волн оказывает скорость перемещения нагрузки. Увеличение скорости 

уменьшает амплитуды всех трех волн. 

 

Рисунок 2.14 – Амплитуда поперечной волны 
1
  

для v = 20 м/с )(
1

gHvv  , gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

Рисунок 2.15 – Амплитуда продольной волны 
2

  

для v = 20 м/с )(
1

gHvv  , gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

 

Рисунок 2.16 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны 
3

  

для v = 20 м/с )(
1

gHvv  , gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 
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При движения нагрузки со скоростью gHv   поперечные волны 
1
  не 

образуются, а распространяются только упругие 
3

  и продольные 
2

  волны. На 

Рисунке 2.17 приведен фазовый портреты этих волн. 

 

 

Рисунок 2.17 – Фазовый портрет изгибно-гравитационных волн ζ2 и ζ3  

для v = 35 м/с (v> gH ), Q = 0, h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

Упругие волны 
3

  образуются впереди источника и распространяются в 

угловой зоне 
22

2  . Продольные волны 
2

  распространяются в угловых 

зонах
32
  и 

23
 . В угловой зоне 

22
  волн с амплитудой 

затухания 
2/1R  не образуется. Эта зона уменьшается при увеличении скорости 

движения нагрузки.  

На Рисунках 2.18 и 2.19 представлены амплитуды продольной ζ2 и упругой 

ζ3 волн соответственно при отсутствии сил сжатия и растяжения. Амплитуда 

упругой волны 
3

  больше амплитуды продольной волны 
2

 . При увеличении 

скорости v  амплитуды этих волн уменьшаются. 

На Рисунках 2.20 и 2.21 приведены амплитуды продольной 
2

  (Рисунок 

2.20) и упругой 
3

  (Рисунок 2.21) волн для сжимающего усилия gDQ  . 



55 

 

Рисунок 2.18 – Амплитуда продольной волны ζ2  

для v = 35 м/с )( gHv  , 0Q , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

 

Рисунок 2.19 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны ζ3  

для v = 35 м/с )( gHv  , 0Q , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

 

Рисунок 2.20 – Амплитуда продольной волны 
2

  

для v = 35 м/с )( gHv  , gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 
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Рисунок 2.21 – Амплитуда изгибно-гравитационной волны 
3

  

для v = 35 м/с )( gHv  , gDQ  , h = 0,2 м, Н = 100 м 

 

Увеличение сил сжатия, растяжения и толщины ледяного покрова на 

амплитуду волны 2  существенного влияния не оказывает. Амплитуда упругой 

волны уменьшается при увеличении сил растяжения и толщины ледяного 

покрова. При увеличении сил сжатия амплитуда волны 
3

  увеличивается. С 

увеличением скорости движения источника возмущений, амплитуды волн 
2

  и 

3
 , как и при gHvv 

1 , уменьшаются. 

На Рисунках 2.3 – 2.9, 2.11 – 2.16, 2.18 – 2.21 шкала делений по осям 

координат х и у дана в метрах. Отклонение изолиний амплитуд волнового 

движения дано в миллиметрах. 

 

2.4. Заключение по главе 2 

 

Исследованы три значения критических скоростей движения нагрузки по 

плавающему ледяному покрову. При этих скоростях меняется характер волнового 

движения.  

Если скорость движения нагрузки v < v0, то изгибно-гравитационные волны 

не образуются. При этих скоростях прогиб ледяного покрова как при 

стационарной нагрузке. По мере приближения к критической скорости v0 область 
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за нагрузкой становится шире и длиннее, переходя при v > v0 в волновой 

(колебательный) режим. 

При v0 < v < v1 образуются изгибно-гравитационные волны, которые 

распространяются впереди нагрузки и за ней. Перед движущейся нагрузкой 

образуются короткие волны, которые образуются только при наличии ледяного 

покрова. За нагрузкой образуются более длинные волны, имеющие характер 

гравитационных волн, деформированных за счет ледяного покрова. Амплитуда 

волн, бегущих впереди источника, меньше амплитуды волн, бегущих за 

источником.  

Наибольший интерес для практических целей имеют критические скорости 

v0 и v1. Транспортное средство при перемещении по ледяному покрову должно 

двигаться со скоростью либо меньше v0, либо больше v1, чтобы избежать 

разрушения льда. С другой стороны, для разрушения ледяного покрова судно на 

воздушной подушке должно двигаться с критической скоростью v0 или v1. 

Таким образом, критические скорости 
0

v  и 
1

v  могут быть рекомендованы 

для разрушения ледяного покрова. При движении с этими скоростями амплитуда 

изгибно-гравитационной волны 
3

  максимальна. При 
0

vv   амплитуда 

максимальна по трассе движения источника, а при 
1

vv   максимальна вдоль лучей 

21
  и 

21
 . Если разрушение ледяного покрова нежелательно, то 

следует избегать движений с этими критическими скоростями. 

Если gHvv 
1

, то образуется три системы волн – упругие ζ3 впереди 

источника, продольные ζ2 и поперечные ζ1 гравитационные волны за источником. 

Наименьшая амплитуда у поперечной волны ζ1. Волны ζ1 и ζ2 носят характер 

поперечной и продольной корабельных волн. 

Если gHv  , то образуются упругие волны ζ3 впереди источника и 

продольные волны ζ2 за источником. За источником образуется угловая зона, в 

которой волны не образуются. При увеличении скорости движения источника эта 

зона сужается. Наибольшая амплитуда у упругой волны ζ3. 



58 

Амплитуды образующихся волн уменьшаются при движении со скоростью 

v>v1. При движении с критической скоростью равной gH  происходит 

изменение характера волнового возмущения, но на амплитуды образующихся 

волн существенного влияния это не оказывает. 

Силы сжатия и растяжения оказывают существенное влияние на амплитуду 

упругой волны 
3

 и не оказывают существенного влияния на амплитуды волн 
1
  

и 
2

 . Увеличение сжимающего усилия приводит к увеличению амплитуды 

упругой волны ζ3 при v > v1. Однако, при увеличении сжимающих усилий, если 

v0<v<v1 амплитуда упругой волны ζ3 уменьшается, и увеличивается, если v > v1. 

На амплитуды поперечных ζ1 и продольных ζ2 волн увеличение сил сжатия и 

растяжения не оказывает существенного влияния. Упругие волны ζ3 имеют 

большую амплитуду колебаний, чем продольные и поперечные волны. 

При увеличении толщины ледяного покрова амплитуда упругой волны 

уменьшается. На амплитуды продольной ζ2 и поперечной ζ1 волн увеличение 

толщины ледяного покрова и сжимающего усилия существенного влияния не 

оказывает. 

По главе 2 опубликованы работы: [36, 37, 41, 42, 63, 68-73, 76, 125, 138, 142, 

144, 146, 147, 175]. Из них: [36, 71, 73, 76, 125, 144] – статьи из перечня ВАК; 

[175] – статья, входящая в международные системы цитирования Scopus и Web of 

Science; [36, 71] – статьи, входящие в международную систему цитирования Web 

of Science; [68] – научная статья; [37, 41, 42, 63, 69, 70, 72, 138, 142, 146, 147] – 

материалы конференций. 
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ГЛАВА 3 

РАЗВИТИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН ОТ 

ДВИЖУЩИХСЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 

Исследование неустановившихся трехмерных колебаний плавающего 

ледяного покрова, вызванных возмущениями, которые движутся равномерно и 

прямолинейно имеет большое практическое приложение. Движущаяся нагрузка 

может представлять собой транспортное средство, движущееся по ледовой 

переправе. Это может быть самолет, совершающий взлет или посадку на ледовый 

аэродром. Суда на воздушной подушке часто используют для разрушения 

ледяного покрова. Ледяной покров может подвергаться растяжению или сжатию 

под воздействием ветра или температурных напряжений. 

Среди работ, посвященных нестационарным задачам о поведении 

плавающих на поверхности жидкости пластин от движущихся источников 

возмущений, отметим работы [11, 12, 24, 29, 80, 87, 89, 92, 104, 111, 130, 158–160, 

165, 172, 178, 182, 188, 192, 202, 209, 210] 

В работах [24, 130] рассмотрено развитие трехмерных волн, генерируемых 

областью давлений, которая движется равномерно и прямолинейно по 

поверхности изотропной пластинки, плавающей на поверхности жидкости 

конечной глубины. В работах выполнен асимптотический анализ 

неустановившихся колебаний. Исследование неустановившихся трехмерных 

колебаний плавающего ледяного с учетом продольного сжатия и растяжения 

выполнено в работах [11, 12]. В [104, 111] изучается развитие прогибов ледяного 

покрова в зависимости от времени. Показано, что неравномерное сжатие 

существенно влияет на волновое возмущение. Волновой след несимметричен 

относительно курса движения источника возмущений. В работах [158–160] 

исследуется зависящая от времени реакция плавающего ледяного покрова на 

движущуюся нагрузку, которая перемещается со скоростью, зависящей от 

времени. В [158, 169] математическая модель ледяного покрова учитывает 

нелинейность. В [160] рассматриваются две вязкоупругие модели. В [165] 
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исследуется реакция ледяного покрова на движущийся с переменной скоростью 

груз. В [178] отмечается, что при движении с критической скоростью амплитуда 

линейно возрастает со временем. Если груз разгоняется до критической скорости, 

заметного эффекта не наблюдается. В [182, 188, 202] исследуется зависящий от 

времени отклик плавающей пластины на движущуюся нагрузку. 

Исследуем развития трехмерных изгибно-гравитационных волн, 

генерируемых областью давлений, движущихся по поверхности ледяного 

покрова. Исследуем влияние равномерного сжатия и растяжения на область 

распространения изгибно-гравитационных волн. 

 

3.1. Постановка задачи. 

 

Пусть на поверхности однородной идеальной несжимаемой жидкости 

конечной глубины Н плавает ледяной покров, который моделируем тонкой 

упругой изотропной пластинкой. В горизонтальных направлениях пластинка и 

жидкость не ограничены. В начальный момент времени поверхность пластина-

жидкость горизонтальна. Начиная с момента времени t = 0 к поверхности 

пластинки прикладываются давления вида: 

),(
10

yxfpp  , vtxx 
1

.    (3.1) 

Исследуем влияние равномерного сжатия и растяжения на развитие 

трехмерных изгибно-гравитационных волн, вызываемых движущимся 

источником возмущений (3.1).  

Считаем движение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц 

жидкости и прогиб пластинки ζ малыми. В системе координат х1, у, связанной с 

движущейся областью давлений, задача сводится к решению уравнения Лапласа 

для потенциала скорости υ 

0 , 0 zH ,  yx, ,   (3.2) 

с граничными 

),(
1

111

4

1
yxfp

gx
v

t
FQD

l


















  при z=0, (3.3) 
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0 z  при z = –Н,     (3.4) 

начальными 

0)0,,()0,,,(  yxzyx      (3.5) 

и кинематическим 

xvzt  ///  при z=0,   (3.6) 

условиями, 

где gDD 
1

, gQQ 
1

, gh 
11

, ))1(12( 23  EhD , gpp 
01

, 
24

l
 , 

2222 yx
l

 , 
222222 /2 xvxtvtF  , π – плотность жидкости, E, 

h, ρ1, μ – модуль нормальной упругости, толщина, плотность и коэффициент 

Пуассона пластинки, Q – сжимающее усилие (отрицательные значения Q 

отвечают растягивающим усилиям), ζ – возвышение поверхности пластина-

жидкость. Здесь и далее у х1 опущен индекс 1. 

 

3.2. Решение задачи 

 

Применяя к (3.2) – (3.6) преобразование Фурье по горизонтальным 

координатам х, у и преобразование Лапласа по времени t получим следующее 

интегральное представление для возвышения поверхности пластина-жидкость: 

  
 



 



0 0

2/3

2/

),,(*1

2

1 )()(Im
4

t

riФ drdderfrMr
p

,  (3.7) 

)()( rMrl , 
1

1
)1()(  rgthrHrgthrHrM , 

4

1

2

1
1)( rDrQrl  , 

1
)cos(  rRФ ,  cos

1
vr , 

22 yxR  , 
22 nmr  ,  cosRx , 

 sinRy ,  cosrm ,  sinrm , f
*
(r) – трансформанта Фурье функции f(R). 

Отсюда для больших значений R и t найдем асимптотическое выражение для ζ 

при условии gDQ  2 , необходимом для устойчивости пластины [128]. 

Рассмотрим случай сжимающих усилий, удовлетворяющих условию Q < Q0, 

где )(
440

rQ  , где 
2

65

6

4

15

4

1

4
)2(

4)1(

r

rDrD




 , rHrHchthrH 2

5

 , 
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thrHrgthrH )1(
16
 , r4 – единственный положительный корень уравнения 

0)(4  r  (штрих означает производную по r). 

Применяя к (3.7) метод стационарной фазы [126] последовательно по θ и ξ, 

получим: 

)(Im
2

1
4

1

1 






  ROI
p

s
s ,     (3.8) 

drNI
r

r


2

1

11 , 2/0  , cos ; drNI
r

n


2

2

12
,  2/ ; 

drNI
r

r


2

1

23
, 02/  , cos ;  drNI

r

n


2

4

24
, 2/ ; 

)exp(
2,112,1

iRФBN  , 
2/12

0

*

1 )1(/)()(  rfrMB , Rvtv / , 

rФ )sin)1(cos( 2/12

002,1   , vr/0  , 12 nn  , 44 nn  . 

Здесь 1r , 2r  – положительные корни уравнения vr , а 1n , 2n  и 3n , 4n  – 

положительные корни уравнений )(1 rtg   и )(1 rtg   соответственно, где 

0

2/12

01 /)1(  . Принадлежность стационарных точек области интегрирования 

характеризуется условием: 

t
0

0 , 
12/12

000
)cossin)1((   Rv . 

В интегралах 1I , 2I  стационарными точками фазовой функции Ф1 являются 

корни уравнения: 

)(
2

rtg  , )/()1()( 0

2/12

02  vr .   (3.9) 

Качественное поведение функции )(
2

r  для различных диапазонов изменения 

скорости v приведено на рис. 2.1. 

В интегралах 3I , 4I  стационарными точками фазовой функции Ф2 являются 

корни уравнения: 

)(2 rtg  .     (3.10) 

Если 10 vvv  , то уравнение (3.9) имеет один действительный корень 

3
r , а 0)(

2
 r . Здесь: 000 /)( rrv  , 0r  – действительный корень уравнения 
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0r ; )(
331

rv  , 

2/1

3

22

3

)(















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







 


r

r

r
, r3 – действительный корень 

уравнения 0)(
3

 r . Один корень имеет уравнение (3.9) и при gHvv 
1 , если 

0 < γ < γ2 или γ1 < γ < π. Обозначим этот корень через α1 в первом случае и через α3 

во втором. Если же gHvv 
1  и γ2 < γ < γ1, то имеется три корня α1 < α2 < α3 

уравнения (3.9), так как 0)()( 5242   в двух точках. Причем α4 < α5, 

)()(
5242

 . 

Если gHv  , то r1=0, а уравнение 0)(
2

 r  имеет только один 

действительный корень α5. Уравнение (3.9) при этом не имеет действительных 

корней, если 0 < γ < γ2, имеет один корень α3 при γ3 < γ < π и два корня α2, α3 если 

γ2 < γ < γ3.  

Здесь  

)( 421  arctg , )(
522

 arctg , 
2/12

3
)1)/((  gHvarctg ,  (3.11) 

α1 < α4 < α2 < α5 < α3; α1 = α4 = α2 при γ = γ1; α2 = α5 = α3 при γ = γ2. 

Корни α1, α2, α3 уравнения (3.9) удовлетворяют и уравнению (3.10) для 

соответствующих диапазонов изменения v и в соответствующих угловых зонах 

нижней полуплоскости (–π < γ < 0). При скоростях v < v0 стационарных точек нет. 

На основании проведенного анализа стационарных точек для возвышения 

поверхности пластина–жидкость (3.8) получим: 
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Если 10 vvv  , то: 
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Если gHvv 1 , то: 
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В случае gHv   
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а 
3

ζ определяется как в (3.16) 
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3.3. Анализ полученного решения 

 

Из формул (3.12) – (3.17) видно, что колебания упругой пластинки и 

волновое движение жидкости под ней формируется одной системой волн ζ3, если 

v0 < v< v1, тремя системами волн ζ1, ζ2, ζ3, если v1 < v < gH  и двумя ζ2, ζ3, если 

v > gH . 

На Рисунках 3.1, 3.3, 3.5 приведены фазовые портреты и передние фронты 

изгибно-гравитационных волн: ζ3 (Рисунок 3.1); ζ1, ζ2, ζ3 (Рисунок 3.3) и ζ2, ζ3 

(Рисунок 3.5). На Рисунках 3.2, 3.4, 3.6 приведены передние фронты изгибно-

гравитационных волн: ζ3 (Рисунок 3.2); ζ1, ζ2, ζ3 (Рисунок 3.4) и ζ2, ζ3 (Рисунок 3.6) 

для различных значений сил сжатия и растяжения. На Рисунках 3.2 – 3.6, так как 
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волновая картина симметрична относительно оси х, то узловые линии и границы 

их передних фронтов представлены только для верхней полуплоскости у ≥ 0. 

На Рисунке 3.1 приведены фазовые портреты и передние фронты изгибных 

волн ζ3 для v = 10 м/с (v0 < v < v1). Сплошные линии в случае отсутствия сил 

сжатия и растяжения (Q =0) и пунктирные линии для сил растяжения gDQ  . 

Волны ζ3 распространяются как впереди источника возмущений, так и за ним.  

 

Рисунок 3.1 – Фазовые портреты и фронты изгибно-гравитационной волны ζ3  

для v = 10 м/с (v0 < v< v1), h = 0,2 м, Н = 100 м, t=20 с. 

Q = 0 (сплошные линии), gDQ   (штриховые линии) 

 

На Рисунке 3.2 приведены фронты изгибных волн ζ3. Штрихпунктирная 

линия для сил сжатия gDQ  5,0 , сплошная линия для значений 0Q , и 

штриховая линия для сил растяжения gDQ  5,0 . 

Передний фронт u3 упругой волны увеличивается при увеличении сил 

сжатия и уменьшается при увеличении сил растяжения. Скорость волн ζ3, 

распространяющихся впереди источника, больше скорости волн, 

распространяющихся за источником. 
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Рисунок 3.2 – Фронты изгибно-гравитационной волны ζ3 

для v = 10 м/с (v0 < v < v1), h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c, 

gDQ  5,0  (штрихпунктирная линия),– 0Q  (сплошная линия),  

gDQ  5,0  (штриховая линия) 

 

На Рисунке 3.3 фазовый портрет волн ζ1, ζ2, ζ3 и передние фронты 

поперечной ζ1 (кривая ad), продольной ζ2 (кривая ab) и часть фронта изгибной ζ3 

(кривая bc) волн. Поперечные волны ζ1 распространяются в угловой зоне |γ| < γ1, 

продольные волны ζ2 внутри секторов γ2 < |γ| < γ1, а упругие ζ3 в области 

γ2 < |γ| ≤π. 

 

Рисунок 3.3 – Фазовый портрет и фронты изгибно-гравитационных волн ζ1, ζ2, и ζ3 

для v = 25 м/с (v1 < v < gH ), gDQ  5,0 , h =0,2 м, Н = 100 м, t = 40 c 
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На Рисунке 3.4 приведены передние фронты изгибно-гравитационных волн 

ζ1, ζ2, ζ3 для различных значений сил сжатия и растяжения: gDQ   

(штрихпунктирная линия), 0Q  (сплошная линия), gDQ   (штриховая 

линия). 

 

Рисунок 3.4 – Фронты изгибно-гравитационных волн ζ1, ζ2, и ζ3 

для v = 20 м/с (v1 < v < gH ), h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c, 

gDQ   (штрихпунктирная), 0Q  (сплошная), gDQ   (штриховая) 

 

Наибольшее влияние на скорость u3 упругой волны ζ3 оказывают силы 

сжатия и растяжения. При увеличении сжатия скорость u3 растет и уменьшается 

при увеличении сил растяжения. Аналогичное влияние оказывают силы сжатия и 

растяжения на скорость u1 фронта поперечной волны ζ1. Скорость u2 переднего 

фронта продольной волны ζ2 уменьшается при увеличении сжатия и растет при 

увеличении растяжения. Скорость волны, распространяющейся впереди 

источника выше скорости волн, распространяющихся за источником. 

На Рисунке 3.5 фазовый портрет волн ζ2, ζ3 и передние фронты продольной 

ζ2 (кривая ab) и часть фронта изгибной ζ3 (кривая bc) волн. Волны ζ2 

распространяются внутри угловых зон γ2 < |γ| < γ3, а упругие волны ζ3 в области 

γ2 < |γ| ≤ π. За источником в угловой зоне –γ2 < γ < γ2 волн с амплитудой затухания 

как R
-1/2

 не образуются.  
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Рисунок 3.5 – Фазовые портреты и фронты изгибно-гравитационных волн ζ2, и ζ3 

для v = 35 м/с (v > gH ), gDQ  9,1 , h = 0,2 м, H = 100 м, t =20 c 

 

На Рисунке 3.6 приведены передние фронты изгибно-гравитационных волн 

ζ2, ζ3 для различных значений сил сжатия и растяжения: gDQ   

(штрихпунктирная линия), 0Q  (сплошная линия), gDQ  9,1  (штриховая 

линия). 

 

Рисунок 3.6 – Фронты изгибно-гравитационных волн ζ2, и ζ3 

для v = 35 м/с (v > gH ), h = 0,2 м, H = 100 м, t = 20 c, 

gDQ   (штрихпунктирная), 0Q  (сплошная), gDQ  9,1  (штриховая) 
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Из Рисунка 3.6 видно, что силы сжатия и растяжения наибольшее влияние 

оказывают на фронтальную скорость u3 упругой волны ζ3. Она растет при 

увеличении сил сжатия и убывает при увеличении сил растяжения. 

Существенного влияния на фронтальную скорость u2 продольной волны ζ2 силы 

сжатия и растяжения не оказывают. Однако при увеличении сжатия она убывает и 

растет при увеличении сил растяжения. 

Скорость перемещения источника возмущений v и силы сжатия и 

растяжения влияют на величины угловых зон, в которых распространяются волны 

ζ1, ζ2 и ζ3. Влияние скорости v, для различных значений сил сжатия и растяжения, 

на величины углов γ1, γ2 и γ3 представлено на Рисунке 3.7. При v = v1 значения 

углов γ1 и γ2 совпадают. На рисунке эти значения помечены кружками. Если 

gHv  , то γ1 = γ3. Величина угла γ3 не зависит от сил сжатия и растяжения. При 

увеличении сжатия уменьшаются значения углов γ1 и γ2 и увеличиваются при 

увеличении сил растяжения. 

 

 

Рисунок 3.7 – Угловые зоны волн ζ1 (γ1, кривые 1), ζ2 (γ2, кривые 2),  

ζ3 (γ3, кривая 3) для h=0,2 м, H=100 м, gDQ   (штрихпунктирные линии),  

0Q  (сплошные линии), gDQ  9,1  (пунктирные линии) 
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При увеличении скорости v от v1 до gH , угловая зона γ2<γ<γ1 

расширяется. При v > gH  угловая зона γ2 < γ < γ3 сужается. При v > gH  угловая 

зона –γ2 < γ < γ2, в которой волны не образуются, уменьшается при увеличении 

скорости v. При увеличении сил сжатия эта зона уменьшается и увеличивается 

при увеличении сил растяжения. 

 

3.4. Случай больших значений сжимающих усилий 

 

Рассмотрим случай больших сжимающих усилий, удовлетворяющих 

условию gDQQ  2
0 . Применяя к (3.7) метод стационарной фазы [128] 

последовательно по θ и ξ, получим: 

)(Im
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1
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1 






  ROI
p

s
s ,     (3.18) 

здесь I1 – I4 определяются формулами из (3.8), а I5 и I6 следующим образом: 

drNI
n

n


2

1

15 , 02/  , cos ; drNI
n

n


4

3

26 , 2/0  . 

В интегралах 1I , 2I , 5I  стационарными точками фазовой функции Ф1 

являются корнями уравнения (3.9). В интегралах 3I , 4I , 6I  стационарными 

точками фазовой функции Ф2 являются корни уравнения (3.10): )(2 rtg  . 

Поведение функции )(
2

r  в случае gDQQ  2
0  для различных диапазонов 

скорости перемещения нагрузки v представлено на Рисунке 3.8. 

Если 10 vvv  , то уравнение (3.9) при 0  имеет один действительный 

корень 
3

 , а при 02   два корня 32 , . Здесь: 000 /)( rrv  , 0r  – 

действительный корень уравнения 0r ; 551 /)( rrv  , где 650 rr  , 
65

,rr  – 

действительные корни уравнения 0)(  r . 
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а) 
10

vvv    b) gHvv 
1   c) gHv   

Рисунок 3.8 – Поведение функции )(
2

r  при gDQQ  2
0  

 

Если gHvv 1 , то 0)()( 5242  , 54  . Уравнение (3.9) имеет 

один 3 , два 32 ,  или три 321 ,,   корня при 1 , 02  , 10   

соответственно. 

Для gHv   корнями уравнения (3.9) будут: 32 ,  в случае 32   и 

3  в случае 3 . Причем 0)( 52  .  

Аналогично определяются угловые зоны, в которых 321 ,,   

удовлетворяют уравнению (3.10). Углы 321 ,,    определяются следующими 

формулами: 
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3
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Таким образом, вычисляя 1I – 6I  методом стационарной фазы, получим:  
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Причем для 10 vvv   
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Если gHvv 1 , то: 
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а 3 определяется по формуле (3.21). 

В случае gHv   
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а 
3

ζ определяется из (3.21). 
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3.5. Анализ полученного решения для больших значений сжимающих 

усилий 

 

Таким образом, для gDQQ  2
0 , из формул (3.19) – (3.24) видно, что 

волновое возмущение пластина-жидкость формируется: при 10 vvv   двумя 

системами волн 
2

ζ , 
3

ζ , при gHvv 1  тремя системами волн 
1

ζ , 
2

ζ , 
3

ζ  и при 

gHv   двумя системами волн 
2

ζ , 
3

ζ . 
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Для gDQ  7,1  значения критических скоростей будут: 1,30 v  м/с, 

7,61 v  м/с; для gDQ  8,1  – 5,20 v  м/с, 1,71 v  м/с; для gDQ  9,1  – 

9,10 v  м/с, 3,71 v  м/с. Увеличение сжимающего усилия Q приводит к 

уменьшению 0v  и росту 1v  (Рисунок 1.3). 

На Рисунке 3.9 представлен фазовый портрет упругой (изгибной) волны 
3

ζ  

(сплошные линии) и волны 
2

ζ  (пунктирные линии). Передние фронты волн 

изображены сплошной жирной линией. Видно, что скорость распространения u3 

переднего фронта упругой волны 
3

ζ  распространяющейся впереди источника 

больше, чем за источником. Скорость u3 упругой волны 
3

ζ , распространяющейся 

в угловой зоне –γ2 < γ < γ2 за источником меньше скорости u2 переднего фронта 

волны 
2

ζ . 

 

 

Рисунок 3.9 – Фазовый портрет и линии передних фронтов 

изгибно-гравитационных волн ζ2 (штриховые линии), ζ3 (сплошные линии) 

для v = 5 м/с (v0 < v < v1), gDQ  9,1 , h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c 
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На Рисунках 3.10, а – 3.13, а приведены фазовые портреты колебаний и их 

внешние границы, а на Рисунках 3.10, б – 3.13, б приведены линии передних 

фронтов образующихся волн для различных значений скорости перемещения 

источника и сжимающих усилий. 

 

Рисунок 3.10 – Фазовый портрет (а) и линии передних фронтов (б) изгибно-

гравитационных волн ζ2, ζ3 для v = 5 м/с (v0 < v < v1), h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c 

а) ----- ζ2, ___ ζ3, __ .. __ γ2, gDQ  9,1 ;  

б) ----- gDQ  7,1 , __ . __ gDQ  8,1 , ___ gDQ  9,1
 

 

 

Рисунок 3.11 – Фазовый портрет (а) и линии передних фронтов (б)  

изгибно-гравитационных волн ζ1, ζ2, ζ3 для v = 10 м/с ( gHvv 1 ),  

h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c, γ1 < γ2  

а) …… ζ1, ----- ζ2, ___ ζ3, __ . __ γ1
, __ .. __ γ2, gDQ  9,1 , t=20 c; 

б) ----- gDQ  7,1 , ___ gDQ  9,1 , t=20 c 
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Рисунок 3.12 – Фазовый портрет (а) и линии передних фронтов (б) 

 изгибно-гравитационных волн ζ1, ζ2, ζ3 для v=20м/с ( gHvv 1 ), 

h = 0,2 м, Н = 100 м, t = 20 c, γ1 > γ2 

а) …… ζ1, ----- ζ2, ___ ζ3, __ . __ γ1, __ .. __ γ2, gDQ  9,1 , t = 20 c; 

б) ----- gDQ  7,1 , ___ gDQ  9,1 , t = 20 c 

 

 

Рисунок 3.13 – Фазовый портрет (а) и линии передних фронтов (б) 

 изгибно-гравитационных волн ζ2, ζ3 для v = 35 м/с ( gHv  ), h = 0,2 м, Н = 100 м 

а) ----- ζ2, ___ ζ3, __ .. __ γ2, __ ... __ γ3, gDQ  9,1 , t = 6 c; 

б) ----- gDQ  7,1 , ___ gDQ  9,1 , t = 20 c 
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Упругие волны 
3

ζ  распространяются как перед областью давлений, так и за 

ней. Поперечные 
1

ζ  и продольные волны 
2

ζ  вместе с упругими волнами 
3

ζ  

формируют волновой след за областью возмущений. В волновом следе левая и 

правая угловые зоны волн 1  симметрично расположены по разные стороны от 

линии перемещения области. Левая и правая угловые зоны упругих волн 3 , 

образующихся за областью возмущений, для 10 vvv  , gHvv 1 , gHv   

так же, как и волн 2  для gHvv 1 , gHv  , заходят за эту линию, частично 

перекрывая друг друга. 

Фронтальная скорость 3u  упругих волн 3 , распространяющихся впереди 

источника, растет с увеличением сжимающих усилий. Для волн 3 , 

распространяющихся за источником возмущений, в угловой зоне 22   

фронтальная скорость уменьшается, причем не существенно. 

Продольные волны 2 , при gHvv 0 , распространяются в угловой зоне 

22  , а при gHv   в угловой зоне 33  . Фронтальная скорость 2u  

этих волн, в волновом следе, убывает с ростом сил сжатия. 

Поперечные волны 1  распространяются за источником в угловой зоне 

11   при gHvv 1 . При увеличении скорости движения источника эта 

зона увеличивается. Фронтальная скорость 1u  волн 1  с увеличением сил сжатия 

незначительно возрастает. 

Влияние скорости перемещения источника возмущений v на величины 

углов γ1, γ2 и γ3 иллюстрируется Рисунком 3.14. Сплошные и штрихпунктирные 

линии на рисунке отвечают значениям сжимающих усилий равных gD9,1  и 

gD7,1  соответственно. Величина угла γ3 (пунктирная линия) не зависит от 

усилий сжатия. Кружками и треугольниками отмечены значения критических 

скоростей v0 и v1 соответственно. При gHv   γ1 = γ3 = π/2. Зона, в которой 
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происходит наложение волн (–γ2 < γ < γ2) при v0 < v < v1 расширяется, а при v > v1 

сужается. 

 

Рисунок 3.14 – Угловые зоны волн ζ1 (γ1, кривые 1), ζ2 (γ2, кривые 2),  

ζ3 (γ3, кривая 3) для h = 0,2 м, H = 100 м, gDQ  7,1  (штрихпунктирные линии),  

gDQ  9,1  (сплошные линии) 

 

3.6. Заключение по главе 3 

 

Скорость распространения упругих волн ζ3 бегущих впереди источника 

намного больше скорости волн, распространяющихся за источником. При 

увеличении сил сжатия существенно увеличивается скорость распространения 

упругих волн ζ3. Увеличение сил растяжения уменьшает скорость 

распространения упругих волн ζ3. 

С увеличением сжимающих усилий и скорости перемещения источника 

расширяется область, покрытая волнами и сужается при увеличении сил 

растяжения. Наибольшее влияние сжимающие усилия оказывают на скорость 

распространения упругих волн 3  и наименьшее на продольные 2  и поперечные 

1  волны. 
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Увеличение сжимающих усилий приводит к увеличению фронтальных 

скоростей u3 и u1 волн ζ3 и ζ1 соответственно и уменьшению фронтальной 

скорости u2 волны ζ2. Действие сил растяжения совершенно противоположно 

действию сил сжатия. При увеличении сил растяжения фронтальные скорости u3 и 

u1 уменьшаются, а фронтальная скорость u2 растет. Силы сжатия и растяжения 

наибольшее влияние оказывают на фронтальную скорость u3 изгибной волны ζ3. 

При больших значениях сжимающих усилий существенно меняется 

структура волнового движения за источником – происходит наложение волн. За 

источником возмущений образуется зона, в которой происходит наложение волн. 

Угловая зона 22  , в которой происходит наложение волн, уменьшается 

при увеличении скорости движения источника возмущений.  

По главе 3 опубликованы работы: [19, 36, 138]. Из них [19, 36] – статьи из 

перечня ВАК; [138] – материалы конференции. 
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ГЛАВА 4 

НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ТРЕХМЕРНЫЕ ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫЕ 

ВОЛНЫ, ВЫЗВАННЫЕ ДВИЖУЩИМИСЯ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 

ПЕРЕМЕННОЙ ИНТЕНСИВНОСТИ 

 

В зимний период многие реки и озера Крайнего Севера, Сибири и Дальнего 

Востока покрываются льдом. Для продления навигации возникает необходимость 

разрушения ледяного покрова. Для этих целей, кроме обычных ледокольных 

средств используют суда на воздушной подушке (СВП) [30–32]. Отсутствие у них 

осадки позволяет разрушать ледяной покров на акваториях любой глубины. 

Одним из способов разрушения ледяного покрова СВП является резонансный 

метод [44, 47, 51, 53, 54, 61], который основан на возбуждении в ледяном покрове 

изгибно-гравитационных волн достаточной амплитуды, чтобы произошло его 

разрушение. Эффективность применения СВП может быть увеличена, если при 

прямолинейном равномерном движении периодически менять давление в 

воздушной подушке судна [43, 62]. 

Воздействие периодического источника на развитие волнового движения 

свободной поверхности жидкости рассмотрено в работах [107, 130]. В [130] 

периодический источник находится на поверхности однородной жидкости. 

Рассматривается развитие трехмерных волн, вызванных периодическими 

колебаниями атмосферного давления. В [107] решена двумерная задача о 

вертикальных смещениях свободной поверхности жидкости, которые вызваны 

пульсирующим источником, находящимся в слое жидкости. Рассматривается 

двухслойная жидкость. Причем один из слоев со сдвиговым потоком. 

Воздействие периодического источника на изгибно-гравитационные волны 

рассматривается в работах [103, 108, 109, 114, 120, 130, 169]. В монографии [130] 

приводятся исследования колебаний ледяного покрова, как от периодических, так 

и от движущихся нагрузок. В статье [169] дан обзор исследований и испытаний 

несущей способности ледяного покрова при воздействии на него статических, 

движущихся и колебательных нагрузок. В [114] методом Винера-Хопфа решена 
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плоская задача о поведении плавающей упругой пластины при воздействии на нее 

периодической нагрузки, которая находится на ее поверхности. В [108] методом 

нормальных мод решена плоская задача о воздействии периодической нагрузки 

на упругую пластину, которая плавает на поверхности жидкости бесконечной 

глубины. В [103] решена трехмерная задача о колебаниях тонкой упругой 

пластины, плавающей на поверхности жидкости под действием периодического и 

импульсного возмущения. Исследовано влияние продольного, поперечного и 

сдвигового сжатий на развитие изгибно-гравитационных волн. В [109] методами 

преобразования Фурье и Винера-Хопфа в линейной постановке решаются задачи 

о колебаниях ледяного покрова, вызванные областью периодического по времени 

давления. Ледяной покров моделируется упругой полубесконечной пластиной 

либо двумя полубесконечными пластинами. В [120] Методом интегрального 

преобразования Фурье в линейной постановке решена трехмерная задача о 

колебаниях ледяного покрова при воздействии на него импульсной и 

периодической осесимметричной нагрузки. Равномерно сжатый ледяной покров 

плавает на поверхности жидкости при наличии сдвигового потока. Исследована 

зависимость прогиба ледяного покрова от сил сжатия, толщины ледяного покрова 

и градиента скорости течения жидкости. 

В работах [3, 9, 13, 161] проводится исследование колебаний ледяного 

покрова, которые вызваны движущимися возмущениями переменной 

интенсивности. В работе [9] рассматривается задача о неустановившихся 

колебаниях ледяного покрова, плавающего на поверхности идеальной 

несжимаемой жидкости конечной глубины, вызванные периодически 

перемещающимися давлениями. Ледяной покров рассматривается как тонкая 

упругая пластина. Для решения задачи применяется преобразование Фурье по 

переменной х. Получено интегральное представление для возвышения 

поверхности пластина-жидкость в виде суммы трех интегралов. Для вычисления 

интегралов применяются методы теории функций комплексной переменной и 

метод стационарной фазы. В [3, 13] изучаются трехмерные неустановившиеся 

изгибно-гравитационные волны, которые образуются при движении области 
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гармонически меняющихся со временем давлений по тонкой упругой пластинке, 

плавающей на поверхности жидкости конечной глубины. Методом интегральных 

преобразований Фурье по горизонтальным координатам по х и у и Лапласа по 

времени получено интегральное представление для возвышения поверхности 

пластина-жидкость. Асимптотическое исследование интеграла проведено 

методом стационарной фазы для многомерных интегралов. Показано, что в 

зависимости от скорости и частоты колебаний источника может возбуждаться от 

одной до семи систем волн. В статье [161] исследуется волновое движение в 

плавающем морском льду, возбуждаемое перемещением вибрирующего груза. 

Показано, что при фиксированной частоте, увеличение скорости нагрузки 

приводит к появлению более коротких волн впереди и более длинных волн за 

нагрузкой. Амплитуда волн впереди нагрузки меньше амплитуды волн за ней.  

Исследуем трехмерные колебания плавающего ледяного покрова под 

действием движущихся возмущений переменной интенсивности с учетом сил 

сжатия и растяжения. В основу колебаний плавающего ледяного покрова 

положены линеаризованные уравнения гидромеханики и линейная классическая 

теория колебаний пластин. Ледяной покров рассматривается как тонкая упругая 

изотропная пластинка. Исследуем влияние частоты колебаний движущегося 

источника на значения критических скоростей, количество образующихся волн, 

угловые зоны распространения этих волн и их фронты. 

 

4.1. Постановка задачи 

 

Пусть на поверхности однородной идеальной несжимаемой жидкости 

конечной глубины H  плавает сплошной ледяной покров, по поверхности 

которого перемещается нагрузка переменной интенсивности: 

 

)exp(),(
10

tiyxfpp  , vtxx 
1

, constv .   (4.1) 
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В рамках линейной теории исследуем развитие трехмерных изгибно-

гравитационных волн, генерируемых движущимся источником возмущений (4.1). 

Ледяной покров моделируется тонкой упругой изотропной пластинкой толщины 

h, плавающей на поверхности жидкости. Полагаем, что до начала действия 

возмущений жидкость не возмущена и граница поверхности пластина-жидкость 

горизонтальна. 

Считая движение жидкости потенциальным, в системе координат x1, y, 

связанной с движущейся со скоростью v  областью давлений (4.1), задача 

сводится к решению уравнения Лапласа 

 

0 , 0 zH ,  yx,     (4.2) 

 

со следующими условиями: 
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D , π – плотность жидкости; D, 

Q, E, h, π1, μ – цилиндрическая жесткость, сжимающее усилие, модуль 

нормальной упругости, толщина, плотность и коэффициент Пуассона пластинки. 

ζ – возвышение поверхности пластина-жидкость. Здесь и далее у х1 опущен 

индекс 1. 
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4.2. Решение задачи 

 

Применяя для решения задачи (4.2) – (4.3) метод интегральных 

преобразований Фурье по горизонтальным координатам x и y для возвышения 

поверхности пластина-жидкость получим: 

 

 








 


 dmdnetnmrMnmfe
g

p nymxiti )(*

2

0 ),,()(),(
8

,  (4.4) 

titi
ee 21

2121

112 








 ,     (4.5) 

где 
2122 )( nmr  ,  cosrm ,  sinrn , 

jj
vm , 

j

j
)1( , 2,1j , 

2/1))()(()( rMrlr  , 
4

1

2

1
1)( rDrQrl  , thrHrgthrHrgrM 1

1
)1()(  , 

),( nmf 
 – трансформанта Фурье функции ),( yxf . Первое слагаемое в выражении 

(4.5) представляет установившиеся колебания. Второе и третье слагаемые 

определяются начальными условиями и характеризуют развитие волнового 

движения. 

Преобразуем (4.5) следующим образом: 


















)1(

1
)1(

11
21

21

titi
ee ,  

и учтем, что  

 


t
i

j

ti
deei jj

0

)1( . 

После перехода к полярным координатам в случае осесимметричного 

распределения давлений (4.1) выражение (4.4) для ζ примет вид: 

))(Im(
8

212

0 JJe
g

p ti 


  ,     (4.6) 

drdderM
r

rrf
J jrRi

t

j






 



  
)cos((

0 0

23

2

*

)(
)(

)(
, 

2122 )( yxR  ,  cosRx ,  sinRy ,  
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4.3. Анализ полученного решения 

 

Асимптотическое исследование выражения для ζ (4.6), при больших 

значениях R  и t , выполним методом стационарной фазы для многомерных 

интегралов [126]. Стационарные точки ),,( r  интегралов j
J  (j = 1, 2) 

удовлетворяют системе уравнений (4.7) – (4.8): 

 

0)cos()cos( 
j

vR , 0)sin(sin  Rv ,  (4.7) 

0cos  vr
j ,     (4.8) 

где штрих означает производную по r . 

Уравнение (4.8) имеет вещественные корни 

 

j
 , )arccos(

jjj
 , vr

jj
)(   при 1

j
.  (4.9) 

После подстановки (4.9) в (4.7) получим: 

)(rtg
j

 , 
1212 )()1()( 

jjj
vr ,    (4.10) 

j
uR ,  1cos)(

jj
vu .    (4.11) 

Из (4.10) определяются значения r , соответствующие стационарным 

точкам интегралов j
J  в установившемся и неустановившемся режимах. 

Принадлежность стационарных точек области интегрирования определяется 

условием t0 . Это условие и соотношение (4.11) характеризуют 

распространение колебаний. 

На Рисунках 4.1, а–ж приведено качественное поведение функции )(
1

r  для 

0 < σ < σ0 (Рисунки 4.1, а–д) и для σ > σ0 (Рисунки 4.1, е, ж). Поведение функции 

)(
2

r  для σ > 0 приведено на Рисунках 4.1, з и 4.1, и. 

Уравнение )(
1

rtg   при 0 < σ < σ0 имеет один корень, если 0 < v < v01; два 

корня, если v01 < v < v11; два или четыре корня, если v11 < v < v02; один или три 

корня, если v > v02.  
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При σ > σ0 уравнение )(
1

rtg   имеет один корень, если 0 < v < v11; один 

либо три корня, если v > v11. 

Уравнение )(
2

rtg   имеет при σ > 0 один корень, если v03 < v < v12; один 

либо три корня, если v > v12. 

 

                                   

а) 0 < v < v01, 0 < σ < σ0        б) v01 < v < v11, 0 < σ < σ0        в) v11 < v < v02, 0 < σ < σ0 

              

                      г) v02 < v < v10, 0 < σ < σ0               д) v > v10, 0 < σ < σ0 

                        

   е) 0 < v < v11, σ > σ0   ж) v > v11, σ > σ0       з) v03 < v < v12, σ > 0     и) v > v12, σ > 0 

Рисунок 4.1 – Графики функций )(
1

r  и )(
2

r  

 

Из анализа поведения функций )(r
j

  следует, что число положительных 

корней αjk уравнений (4.10) зависит от скорости v перемещения давлений, частоты 

колебаний   источника и величины угла γ.  
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В Таблицах 4.1 и 4.2 приведены системы волн ij
  в зависимости от скорости 

перемещения источника и его частоты колебаний, а также приведены угловые 

зоны, в которых распространяется каждая из волн. 

 

Таблица 4.1 – Системы изгибно-гравитационных волн ζ1j 

σ v γ ζ1j
 

 

 

 

 

0 < σ < σ0 

 

 

 

0 < v < v01 0 ≤ |γ| ≤ π ζ14
 

v01 < v < v11 0 ≤ |γ| ≤ π ζ13, ζ14 

 

v11 < v < v02 

0 ≤ |γ| ≤ γ2 ζ11, ζ14 

γ2 ≤ |γ| ≤ γ1 ζ11, ζ12, ζ13, ζ14 

γ1 ≤ |γ| ≤ π ζ13, ζ14 

v > v02 

(v02
 < v < v01, 

v > v01) 

0 ≤ |γ| ≤ γ2 ζ14
 

γ2 ≤ |γ| ≤ γ3 ζ12, ζ13, ζ14 

γ3 ≤ |γ| ≤ π ζ13 

 

 

σ > σ0 

 

0 < v < v11 0 ≤ |γ| ≤ π ζ14
 

 

v > v11 

 

0 ≤ |γ| ≤γ 2 ζ14
 

γ2 ≤ |γ| ≤ γ3 ζ12, ζ13, ζ14 

γ3 ≤ |γ| ≤ π ζ13 

 

Таблица 4.2 – Системы изгибно-гравитационных волн ζ2j 

σ v γ ζ2j
 

 

 

σ > 0 

 

v03
 < v < v12

 0 ≤ |γ| ≤ π ζ23
 

 

v
 
>

 
v12 

 

0 ≤ |γ| ≤ γ22 ζ21 

γ22 ≤ |γ| ≤ γ11 ζ21, ζ22, ζ23  

γ11
 ≤γ ≤π ζ23

 

 

Здесь
1

1221120
)))(()((  , 
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)(
2501

v , )(
1502
v , )(

3603
v , 

2/1

4711
))(( v , 

2/1

6812
))(( v , 

2/1

8910
))(( v , 

r/)(
6,5

 ,  /)( 2

5

2

57
r ,   /)( 2

6

2

68
r , 

59 , 
k

 )91( k  

являются корнями уравнений: 0)(
2,15
 , 0)(

36
 , 0)(

5,41
 , 0)(

7,62
 , 

0)(
9,89
 , где 

21
 , 

54
 , 

76
 , 

98
 , 

423121
rrrr  , 

635
rr  , 

k
r  )41( k  – положительные корни уравнения 01 2

1
 , а 6,5

r  – уравнения 

01 2

2
 . 

Размеры угловых зон определяются величинами углов 
1
 , 

2
 , 

3
 , 

11
 , 

22
 .

)(
111

 arctg , если 
0211

vvv  , )(
113

 arctg , если 
02

vv  , )(
212

 arctg , 

)(
3211

 arctg , )(
4222

 arctg , 
k

  )41( k  – корни уравнений: 0)(
2,11
 , 

0)(
4,32
 , 

21
 , 

43
 . 

Каждый корень jk
  уравнений (4.10) характеризует систему волн jk

  вида: 

 

)()4/)(cos()( 121   ROtRФR
jkjkjjkjjk ,  (4.12) 

2112*0 )2())1)((()(  



jjj

ФvrMrf
g

p
, 

)cossin)1(( 2/12 
jjjj

rФ , 

1j , 41k ; 2j , 31k ; kj

jk

 )1( , 4k , 1
14
 . 

Волны образуются в областях tuR
jk

 , )(
jkjjk

uu   ( j
u  см. (4.11)) угловых 

зон соответствующих диапазону изменения скорости перемещения источника 

возмущений. 

При 
0

0   для 
k1

  справедливы следующие оценки: 

2141
rr   для 

01
0 vv  ; 

41332141
rrrr   для 

1101
vvv  ; 

41321211132141
rrrr  для 

0211
vvv  ; 

4132121141
rr   для 

02
vv  . 

При 
0

  для 
k1

  справедливы следующие оценки: 

2141
rr   для 

11
0 vv  ; 

2132121141
rr   для 

11
vv  . 
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При 0  для 
k2

  справедливы следующие оценки: 

6235
rr   для 

1203
vvv  ; 

6234223215
rr   для 

12
vv  . 

 

4.4. Зависимость критических скоростей от частоты колебаний 

источника.  

 

Для количественной оценки численные расчеты здесь и далее проводились 

для следующих параметров ледяного покрова и жидкости: Е = 3·10
9
 Н/м

2
, 

μ = 0,34, π1 = 870 кг/м
3
, π = 10

3
 кг/м

3
, Н = 10

2
 м. 

На Рисунках 4.2 – 4.4 приведены зависимости критических скоростей 

перемещения области возмущений от частоты колебаний при отсутствии сил 

сжатия и растяжения для толщины ледяного покрова h = 0,2 м (Рисунок 4.2) и 

h = 0,5 м (Рисунок 4.4) и для сжимающего усилия gDQ  5,0  (Рисунок 4.3).  

Критические скорости v03 и v12 растут при увеличении σ, а скорости v01, v02 и 

v10 убывают. Критическая скорость v11 имеет минимум. В окрестности этих 

скоростей меняется характер волнового возмущения. При σ = 0 v01 = v03 = v0, 

v11 = v12 = v1, v10 = v02 = gH .  

 

 

Рисунок 4.2 – Зависимость критических скоростей vij (м/с) от частоты  

колебаний источника σ (с
-1

) для h = 0,2 м, Q = 0 
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Рисунок 4.3 – Зависимость критических скоростей vij (м/с) от частоты  

колебаний источника σ (с
-1

) для h = 0,2 м, gDQ  5,0  

 

Рисунок 4.4 – Зависимость критических скоростей vij (м/с) от частоты  

колебаний источника σ (с
-1

) для h = 1,0 м, Q = 0 

 

При увеличении сил сжатия уменьшаются значения критических скоростей 

и увеличиваются при увеличении сил растяжения и толщины ледяного покрова. 

При σ = σ0 v01 = v11 = v02 = v10. При частоте σ = σ0 и скорости движения источника 

равной минимальному значению критических скоростей v01, v02, v10 наиболее 

вероятно разрушение ледяного покрова. 
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4.5. Фазовые портреты волн.  

 

При движении области давлений (4.1), в зависимости от скорости 

перемещения и частоты колебаний, может возбуждаться от одной до семи систем 

волн (4.13) с амплитудами затухания как R
-1/2

 (4.12). Эти волны формируют 

колебания пластинки и волновое движение жидкости, как перед областью 

давлений, так и за ней. 
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  (4.13) 

 

На Рисунках 4.5 – 4.13 представлены фазовые портреты и фронты 

образующихся волн ζjk (j = 1, k = 1–4; j = 2, k = 1–3) количество которых зависит 

от скорости перемещения источника возмущений и частоты его колебаний. 

Передние фронты этих волн перемещаются со скоростью jk
u  (пунктирная линия 

на рисунках). Сплошные линии – линии равной фазы. 
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Рисунок 4.5 – Линии равной фазы и фронт волны ζ14 для  

v = 5 м/с (0 < v < v01), σ=0,3 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

Рисунок 4.6 – Линии равной фазы и фронты волн ζ13 и ζ14 для  

v = 7 м/с (v01 < v < v11), σ = 0,3 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

Рисунок 4.7 – Линии равной фазы и фронты волн ζ11, ζ12, ζ13 и ζ14 для 

v = 8 м/с (v11 < v < v02), σ = 0,3 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 
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Рисунок 4.8 – Линии равной фазы и фронты волн ζ12, ζ13 и ζ14 для 

v = 8,5 м/с (v02 < v < v10), σ = 0,3 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

 

Рисунок 4.9 – Линии равной фазы и фронты волн ζ12, ζ13 и ζ14 для 

v = 10 м/с (v > v10), σ = 0,3 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

 

Рисунок 4.10 – Линии равной фазы и фронт волны ζ14 для  

v = 5 м/с (0 < v < v11), σ = 0,8 с
-1

 (σ > σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 
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Рисунок 4.11 – Линии равной фазы и фронты волн ζ12, ζ13 и ζ14 для  

v = 16 м/с (v > v11), σ = 0,8 с
-1

 (σ > σ0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

Рисунок 4.12 – Линии равной фазы и фронт волны ζ23, для  

v = 12 м/с (v03 < v < v12), σ = 0,2 с
-1

 (σ > 0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

Рисунок 4.13 – Линии равной фазы и фронты волн ζ21, ζ22 и ζ23 для 

v = 25 м/с (v > v12), σ = 0,2 с
-1

 (σ > 0), h = 0,2 м, Q = 0, t = 40 c 

 

Волны ζ14, ζ21, ζ22, ζ23 обусловлены периодическими изменениями давления 

и при σ = 0 не образуются. Кроме этого, волны ζ21, ζ22, ζ23 обусловлены наличием 

упругой пластинки. 
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Волны ζ14 имеют вид кольцевых волн и распространяются при любых 

значениях частоты колебаний (σ > 0) и скорости перемещения источника 

возмущений (v > 0). При 0 < σ < σ0, 0 < v < v02 и при σ > σ0, 0 < v < v11 волны ζ14 

распространяются вокруг источника возмущений (0 ≤ |γ| ≤ π). Если 0 < σ < σ0, 

v > v02 и если, σ > σ0,  v> v11, то волны распространяются в угловой зоне –

γ3 ≤ γ ≤ γ3. 

Волны ζ21 носят характер поперечных, а ζ22 продольных корабельных волн, 

деформированных за счет упругих и массовых сил пластинки. Волны ζ21 

распространяются в угловой зоне –γ11 ≤ γ ≤ γ11, а ζ22 в угловых зонах γ22 ≤ |γ| ≤ γ11 

за движущейся областью периодических давлений при v > v12 и σ > 0. 

Изгибно-гравитационные волны ζ23 при v03 < v < v12 и σ > 0 покрывают всю 

поверхность пластинки, распространяясь как впереди источника возмущений, так 

и за ним. При σ > 0 и v > v12 они распространяются в угловой зоне γ22 ≤ γ ≤ 2π–γ22. 

Волны ζ11, ζ12, и ζ13 при движении источника возмущений образуются и при 

σ = 0. Это волны ζ1, ζ2, и ζ3 соответственно (см. глава 3). 

Волны ζ11 и ζ12 носят характер продольных и поперечных корабельных волн, 

распространяющихся за источником возмущений. Волны ζ11 образуются при 

v11 < v < v02, 0 < σ < σ0 в угловой зоне –γ1 ≤ γ ≤ γ1. Волны ζ12 образуются в угловых 

зонах γ2 ≤ |γ| ≤ γ1 при v11 < v < v02, 0 < σ < σ0 и угловых зонах γ2 ≤ |γ| ≤ γ3 при v > v02, 

0 < σ < σ0 и v > v11, σ > σ0. 

Волны ζ13 – изгибно-гравитационные волны. Они обусловлены наличием 

упругой пластины и при еѐ отсутствии не образуются. При v01 < v < v11 и 

0 < σ < σ0, волны распространяются как впереди области возмущений, так и за 

ней. Если v > v11, 0 < σ < σ0 и v > v11, σ > σ0, эти волны распространяются в угловой 

зоне γ2 ≤ γ ≤ 2π–γ2. 

 

4.6. Угловые зоны распространения волн 

 

Зависимость размеров угловых зон, покрытых волнами, от скорости 

перемещения области давлений приведена на Рисунках 4.14 – 4.16. Штриховая 
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кривая на рисунках отвечает силам растяжения ( gDQ  ), а сплошная 

отсутствию сил сжатия и растяжения ( 0Q ), и штрихпунктирная – силам сжатия (

gDQ  ).  

На Рисунке 4.14. представлено распределение γk (k = 1, 2, 3) в зависимости от 

скорости v. Линии 1–3 соответствуют γ1, γ2, γ3. Верхняя часть замкнутых кривых 

между треугольниками и квадратом представляют максимальные значения угла 

γ3, а нижняя угла γ1. Квадратом помечены максимальные значения углов γ1 и γ3 

для σ = 0, а треугольниками максимальные значения γ1 и γ3 для σ = σ0. 

Минимальное значение угла γ1 и максимальное значение угла γ2 равны, если 

v = v11 (на рисунке помечены кружками). Из рисунка видно, что с увеличением 

скорости v значения углов γ2 и γ3 убывают, а величина угла γ1 растет. Силы 

сжатия и растяжения на величину угла γ3 влияния не оказывают. Величина угла γ2 

уменьшается при увеличении сжатия и увеличивается при увеличении 

растяжения. 

 

 

Рисунок 4.14 – Размеры угловых зон γk (k =1, 2, 3) для σ = 0,2 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, 

gDQ   (штриховая), 0Q  (сплошная), gDQ   (штрихпунктирная) 
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На Рисунке 4.15 представлены для частоты σ>σ0 значения углов γ2 и γ3, 

которые убывают с ростом v. При v = v11 значения γ2 и γ3 равны. Это отмечено на 

рисунке кружками. Увеличение сил сжатия уменьшает значение угла γ2, а 

действие растяжения противоположно. Силы сжатия и растяжения при 

увеличении скорости v на величину угла γ3 практически не оказывают влияния. 

 

 

Рисунок 4.15 – Размеры угловых зон γk (k = 2, 3) для σ = 0,8 с
-1

 (σ > σ0), h = 0,2 м, 

gDQ   (штриховая), 0Q  (сплошная), gDQ   (штрихпунктирная) 

 

На Рисунке 4.16 дано распределение γ11 (кривые 1) и γ22 (кривые 2) в 

зависимости от скорости v для σ = 0,05 с
-1

. Кружками отмечены значения углов 

при v = v12. Значение γ22 убывает с ростом v. Значение угла γ11 сначала возрастает 

при увеличении v, а затем достигнув максимума убывает при дальнейшем 

увеличении скорости движения нагрузки. При увеличении сил сжатия значение 

угла γ22 уменьшается, а при увеличении растягивающих усилий увеличивается. Из 

рисунка видно, что сжатие и растяжение не оказывают влияния на величину угла 

γ11 при больших значениях v. 

Направление гребней волн ζ13 и ζ23 определяется углами: 
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Рисунок 4.16 – Размеры угловых зон γkk ( k= 1, 2) для σ = 0,05 с
-1

 (σ < σ0), h = 0,2 м, 

gDQ   (штриховая), 0Q  (сплошная), gDQ   (штрихпунктирная) 

 

Значения этих углов уменьшается при увеличении скорости v. При этом γ01 < γ02. 

Максимальные значения этих углов равны π/2 и достигаются для γ01 при v = v01, а 

для γ02 при v = v03. Увеличение σ приводит к уменьшению γ01 и росту γ02. 

Увеличение сил сжатия приводит к уменьшению значений этих углов и 

уменьшению при увеличении сил растяжения и толщины ледяного покрова. Если 

σ = 0, то γ01 = γ02. 

 

4.7. Заключение по главе 4 

 

При перемещении по ледяному покрову возмущений переменной 

интенсивности, в зависимости от частоты колебаний источника и скорости его 

перемещения, существует шесть значений критических скоростей, если 0 < σ < σ0, 

и три, если σ > σ0. При увеличении сил сжатия уменьшаются значения 

критических скоростей и увеличиваются при увеличении сил растяжения и 

толщины ледяного покрова. 

Если частота колебаний источника σ = 0, то значения критических 

скоростей v01 и v03 равны минимальному значению фазовой скорости изгибно-

гравитационной волны, т.е. v01 = v03 = v0. Критические скорости v11 и v12 равны 

значению критической скорости v1 (v11 = v12 = v1), а значения критических 
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скоростей v02 и v10 совпадают со скоростью распространения длинных волн 

(v02 = v10 =  (gH)
1/2

). 

Движущимися возмущениями переменной интенсивности, в зависимости от 

скорости перемещения и частоты колебаний источника, может генерироваться от 

одной до семи систем волн, а движущимися возмущениями постоянной 

интенсивности (σ = 0) генерируется от одной до трех систем волн. 

При скорости движения источника v = v01 = v11 = v02 = v10 и частоте 

колебаний источника σ = σ0 наиболее вероятно разрушение ледяного покрова. 

По главе 4 опубликованы работы: [74, 75, 77, 78, 139, 141–144, 176]. Из них: 

[77, 141, 144] – статьи из перечня ВАК; [176] – статья, входящая в 

международные системы цитирования Scopus и Web of Science; [74, 75, 78, 139, 

142, 143] – материалы конференций. 

  



99 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

1. Для задачи о движении нагрузки с постоянной скоростью проведен 

расчет амплитуд образующихся изгибно-гравитационных волн. Получено, что 

при движении с критической скоростью v0 (минимальное значение фазовой 

скорости изгибно-гравитационной волны) максимальное значение амплитуды 

находится по трассе движения источника. При движении с критической 

скоростью v1 (скорость, при которой совпадают фазовые скорости упругой, 

гравитационной и изгибно-гравитационной волн) максимум амплитуды за 

источником смещается и расположен вдоль лучей γ = γ1 = γ2 и γ = –γ1 = –γ2. При 

движении источника со скоростью v > v1 амплитуда волн уменьшается, а 

критическая скорость gHv   не оказывает влияния на амплитуды волн, 

меняется только характер волнового возмущения. Таким образом, для 

безопасного движения транспортного средства следует избегать движения с 

критическими скоростями v0 и v1. При уменьшении глубины водоема Н 

уменьшаются значения критических скоростей v0, v1 и gH , а также сокращается 

разница между значениями этих скоростей. Поэтому для безопасного движения 

транспортного средства в мелких водоемах (rH<<1) следует рекомендовать 

скорость движения v < v0, либо v > gH . 

2. С увеличением сжимающих усилий и скорости перемещения источника 

растет область, покрытая волнами. Наибольшее влияние сжимающие усилия 

оказывают на скорость распространения упругих волн ζ3 и наименьшее на 

продольные ζ2 и поперечные ζ1 волны. За источником возмущений, для больших 

значений сжимающих усилий Q1 > Q0, (Q0 – значение, при котором минимальное 

значение групповой скорости изгибно-гравитационной волны равно нулю), 

образуется зона, в которой происходит наложение волн. Угловая зона –γ2 < γ < γ2, 

в которой происходит наложение волн, уменьшается при увеличении скорости 

движения источника возмущений. 
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3. При перемещении по ледяному покрову возмущений переменной 

интенсивности в зависимости от частоты колебаний источника и скорости его 

перемещения существует шесть значений критических скоростей (v01, v02, v03, v10, 

v11, v12), если 0 < σ < σ0, и три (v11, v12 v03), если σ > σ0. При движении по упругой 

пластинке возмущений постоянной интенсивности (σ = 0) существует три 

значения критических скоростей – v0, v1, gH . При σ = 0 значения критических 

скоростей v01 и v03 равны значению v0 (v01 = v03 = v0). Критические скорости v11 и 

v12 равны значению критической скорости v1 (v11 = v12 = v1). Значения критических 

скоростей v02 и v01 равны gH  (v02 = v10 = gH ). Частота колебаний источника σ0 

является той частотой, при которой наиболее вероятно разрушение ледяного 

покрова. При этом источник возмущений должен двигаться со скоростью, которая 

равна минимальным значениям критических скоростей v01, v02, v10. При этом 

v = v01 = v11 = v02 = v10. 

4. При воздействии на ледяной покров движущейся нагрузки, в зависимости 

от ее скорости, возникают изгибно-гравитационные волны. Изгибно-

гравитационные волны не могут распространяться со скоростью меньшей 

некоторой критической скорости v0, зависящей от глубины водоема, толщины 

льда и его физико-механических характеристик. Этой скоростью является 

минимальное значение фазовой скорости изгибно-гравитационной волны. Форма 

прогиба льда при этом подобна статическому прогибу. При движении 

возмущений со скоростью v > v0 может генерироваться от одной до трех систем 

изгибно-гравитационных волн. Движущимися возмущениями переменной 

интенсивности, в зависимости от скорости перемещения и частоты колебаний 

источника, может генерироваться от одной до семи систем волн. 
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

 

ИГВ – изгибно-гравитационные волны; 

СВП – судно на воздушной подушке; 

НДС – напряженно-деформированное состояние; 

ζ – прогиб льда (возвышение поверхности пластина-жидкость); 

D – цилиндрическая жесткость пластины; 

E (Па, Н/м
2
) – модуль нормальной упругости (модуль Юнга); 

h (м) – толщина льда (пластины); 

  (кг/м
3
) – плотность воды; 

1  (кг/м
3
) – плотность льда; 

μ – коэффициент Пуассона; 

g (м/с²) – ускорение свободного падения; 

x, y, z – переменные в прямоугольной системе координат; 

t (с)– время; 

υ(x,y,z) – потенциал движения жидкости;  

q(x,y,t) – внешняя сила; 

p(x,y,t) – гидродинамическое давление; 

G (Па) – модуль сдвига; 


  – время релаксации деформаций (время запаздывания); 

м
  – время релаксации напряжений; 

Н (м) – глубина водоема; 

v (м/с) – скорость движения нагрузки, 

σ (с
-1

)– частота колебаний источника. 
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