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Ââåäåíèå

Ñëîæíîñòü âíóòðåííåé ñòðóêòóðû êîìïîíåíòîâ è îáúåêòîâ, èñïîëüçó-

åìûõ â ïðîìûøëåííîñòè è òåõíèêå, ðàñò¼ò ñ êàæäûì äí¼ì, è òåõíîëîãèè

ïðîâåðêè öåëîñòíîñòè ïðèîáðåòàþò âñþ áîëüøóþ âàæíîñòü, ïîñêîëüêó îíè

ïîçâîëÿþò ñâîåâðåìåííî îáíàðóæèòü äå�åêòû è ïðåäîòâðàòèòü âûõîä èç

ñòðîÿ âñåé ñèñòåìû. Îäíîé èç çàìåòíûõ òåíäåíöèé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè

ñîâðåìåííûõ èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàöèÿ â íèõ ñèñòåì

ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïðè ìèíèìàëüíîì

âëèÿíèè ÷åëîâå÷åñêîãî �àêòîðà îáíàðóæèâàòü íàëè÷èå ðàçëè÷íîãî ðîäà

ïîâðåæäåíèé â îáúåêòå â ïðîöåññå åãî ýêñïëóàòàöèè [1℄. Äàííàÿ îáëàñòü

èññëåäîâàíèé, òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ íåðàçðóøàþùèì êîíòðîëåì, ïîëó÷èëà íà-

çâàíèå ìîíèòîðèíãà ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé (ÌÑÊ) èëè Stru
tural Health

Monitoring (SHM) [2℄.

Çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ ÌÑÊ îñíîâàíû íà èñïîëüçîâàíèè

áåãóùèõ âîëí [3�6℄, êîòîðûå ñïîñîáíû ðàñïðîñòðàíÿòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå

ðàññòîÿíèÿ áåç ñèëüíîãî çàòóõàíèÿ è ðàññåèâàòüñÿ íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ðàç-

ëè÷íîãî òèïà [7℄. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áåãóùèå âîë-

íû äëÿ îáíàðóæåíèÿ äå�åêòîâ è, ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàáîòêè, îïðå-

äåëÿòü ïîëîæåíèå ïîâðåæäåíèÿ â èññëåäóåìîé ñòðóêòóðå [8�10℄. �àñïðî-

ñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â ïðîòÿæåííûõ ñòðóêòóðàõ õîðîøî èçó÷åíî, è â

íàñòîÿùåå âðåìÿ åñòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ èçó-

÷åíèþ ýòîãî âîïðîñà äëÿ èçîòðîïíûõ [11�15℄ è àíèçîòðîïíûõ [16�18℄ ìàòå-

ðèàëîâ.

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî èçìåðåíèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé èñ-

ïîëüçóåòñÿ íàáîð âñòðîåííûõ [19, 20℄ èëè ïðèêëååííûõ ê ïîâåðõíîñòè [13,

21℄ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, âîçáóæäàþùèõ áåãóùèå âîëíû â

ñòðóêòóðå. Âûõîä èç ñòðîÿ íåñêîëüêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé ìîæåò ïðèâåñòè
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ê ñåðüåçíûì ñáîÿì â ðàáîòå âñåé ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà. Íåðåäêè ñèòóà-

öèè ÷àñòè÷íûõ îòñëîåíèé èëè ñêîëîâ â îáëàñòè êîíòàêòà ïüåçîýëåìåíòà ñ

ïðîòÿæ¼ííîé ñòðóêòóðîé, ïðè÷åì ïðåîáðàçîâàòåëü, êàê ïðàâèëî, ñîõðàíÿåò

ñïîñîáíîñòü ãåíåðèðîâàòü è ðåãèñòðèðîâàòü ñèãíàëû, íî òàêèå èçìåðåíèÿ

ìîãóò äàâàòü íåäîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìîíèòî-

ðèíãà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íå òîëüêî íà èññëåäóåìóþ ñòðóêòóðó, íî òàêæå íà

ñàìè àêòóàòîðû è äàò÷èêè [22℄. Íåîáõîäèìîñòü ìîíèòîðèíãà ðàáîòîñïîñîá-

íîñòè ñåíñîðîâ îáîñíîâûâàëàñü àâòîðàìè â ðàáîòå [23℄. Â ðàáîòå [24℄ áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ïîâðåæäåíèÿ ñåíñîðîâ âëèÿþò íà èõ ýëåêòðè÷å-

ñêóþ ïðîâîäèìîñòü, à â ðàáîòå [25℄ áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ

ðàçðóøåíèÿ êëååâîãî ñëîÿ íà âîçáóæäàåìûå àêòóàòîðîì âîëíîâûå ïîëÿ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ [26℄ ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷àñòè÷íî îò-

ñëîèâøèéñÿ è èäåàëüíî ïðèêëååííûé ïüåçîàêòóàòîðû ìîãóò ãåíåðèðîâàòü

â ïðîòÿæåííîé ñòðóêòóðå ñèãíàëû, î÷åíü ïîõîæèå ïî âèäó è àìïëèòóäå.

Êðîìå òîãî, ïðè ÷àñòè÷íîì îòñëîåíèè àêòóàòîðà îò âîëíîâîäà ìîãóò âîç-

íèêàòü ðàçëè÷íûå ý��åêòû, ñâÿçàííûå, ê ïðèìåðó, ñ èçìåíåíèåì ðåçîíàíñ-

íûõ ñâîéñòâ ñèñòåìû èëè ñî ñòîÿ÷èìè âîëíàìè, êîãäà ñèãíàë ëîêàëèçîâàí

â îêðåñòíîñòè àêòóàòîðà, êàê â ñëó÷àå ñ òðåùèíîé [27℄. Òàêèì îáðàçîì,

èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðîâ ñ óïðóãèì âîë-

íîâîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ êîíòàêòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çà-

äà÷åé, êîòîðàÿ òðåáóåò ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èçó÷åíèþ ïðîöåññà âîçáóæäåíèÿ ïüåçîàêòóàòîðîì áåãóùèõ âîëí â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ïîñâÿùàåòñÿ ìíîãî èññëåäîâàíèé [20, 21, 28, 29℄. Äëÿ ðåøå-

íèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïîäëîæêè ðàçðàáîòàíî

íåñêîëüêî ý��åêòèâíûõ ïîäõîäîâ. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [14, 30℄ äëÿ ìî-

äåëèðîâàíèÿ âîçäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðà ñòðîÿòñÿ óïðîùåííûå ìîäåëè, â

êîòîðûõ äåéñòâèå àêòóàòîðà çàìåíÿåòñÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëàìè, äåé-

ñòâóþùèìè ïî êàñàòåëüíîé ê îáëàñòè êîíòàêòà àêòóàòîðà ñ âîëíîâîäîì.
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Äàííûé ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûì â íèçêî÷àñòîòíîì

äèàïàçîíå è ïðè èñïîëüçîâàíèè òîíêèõ ïüåçîàêòóàòîðîâ [31�33℄. Â íèçêî-

÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ìîæåò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíà ìîäåëü ¾ñäâèãîâîé

çàäåðæêè¿ (shear-lag solution approa
h) [21℄, â êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ äè-

íàìèêà ïüåçîýëåìåíòà è âëèÿíèå êëååâîé ïðîñëîéêè ìåæäó àêòóàòîðîì è

ïîäëîæêîé â ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äå�îðìàöèé �óí-

äàìåíòàëüíûõ ñèììåòðè÷íîé è àíòèñèììåòðè÷íîé âîëí Ëýìáà ïî òîëùèíå

è ó÷åòà òîëüêî ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé êëåÿ. Äàííàÿ ìîäåëü îáîáùàåòñÿ íà

ñëó÷àé âûñîêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé è âûñøèõ íîðìàëüíûõ ìîä [34℄.

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ äå�åêòîâ, ðàçìåðû êîòîðûõ ñîïîñòàâèìû ñ òîëùè-

íîé èññëåäóåìîé ïðîòÿæåííîé ñòðóêòóðû, íåîáõîäèìî óìåíüøàòü äëèíó

âîëíû, ÷òî äîñòèãàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé.

Â òî æå âðåìÿ íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ âîëíîâûå ïîëÿ, ãåíåðèðóåìûå

àêòóàòîðîì â âîëíîâîäå, ïðèíèìàþò âñå áîëåå ñëîæíûé âèä [35℄. Êðîìå

òîãî, ñîâðåìåííûå ïüåçîàêòóàòîðû îòëè÷àþòñÿ ñëîæíîé ãåîìåòðèåé ýëåê-

òðîäîâ (çàãíóòûå ýëåêòðîäû, ÷àñòè÷íîå ýëåêòðîäèðîâàíèå) [32℄, ÷òî îáó-

ñëîâëåíî îñîáåííîñòÿìè èõ èñïîëüçîâàíèÿ. Ýòè �àêòîðû îãðàíè÷èâàþò

âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíè-

êàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ý��åêòèâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îñ-

íîâàííîé íà ðåøåíèè ñâÿçàííûõ çàäà÷è è ó÷èòûâàþùèõ âåñü ìåõàíèçì

âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðîâ ñ ïðîòÿæåííîé ñòðóêòóðîé.

Äëÿ ý��åêòèâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ óïðóãèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë íåîáõîäèìû òåíçîðû êîíñòàí-

òû ìàòåðèàëîâ, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ ñîïðÿæåíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿ-

ìè, îñîáåííî â ñëó÷àå àíèçîòðîïíûõ êîìïîçèòîâ. Çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ

ñâîéñòâ óïðóãèõ [33, 36�38℄ è ïüåçîóïðóãèõ [39�43℄ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèà-

ëîâ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò, òåì íå ìåíåå, ïðè

ïîñòîÿííîì ïîÿâëåíèè íîâûõ êîìïîçèòîâ íåîáõîäèìî ðàçâèòèå áîëåå ý�-
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�åêòèâíûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîë-

íîâîäîì íåîáõîäèìî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâÿçàííûõ êîíòàêòíûõ çà-

äà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëüíûì

óðàâíåíèÿì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Èìååòñÿ

ðÿä ïóáëèêàöèé, ãäå èññëåäîâàíî âçàèìîäåéñòâèå òîíêîãî ïüåçîàêòóàòîðà è

ïîäëîæêè â âèäå îäíîðîäíîãî óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà è ìíîãîñëîéíîãî

ïàêåòà [44�47℄. Â ðàáîòàõ [46, 47℄ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ ïüåçîàêòóà-

òîðà èñïîëüçîâàëàñü ïëåíî÷íàÿ ìîäåëü, à âîçáóæäàåìûå èì âîëíîâûå ïîëÿ

îïèñûâàëèñü íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà [12,48℄.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé ñâÿçàííîé çàäà÷è êàê â ïëîñêîé, òàê

è â òðåõìåðíîé ïîñòàíîâêàõ âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [49�51℄, ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [52, 53℄ èëè ìî-

äè�èêàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé LISA (Lo
al-Intera
tion Simulation

Approa
h) [54℄. ÌÊÝ äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ñòàòè÷åñêèõ [55,56℄ è äèíàìè÷åñêèõ [20,57℄ çàäà÷ òåîðèè ïüåçîóïðóãî-

ñòè. Cðåäè ïîñëåäíèõ ìîæíî âûäåëèòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíûõ

õàðàêòåðèñòèê ïîðèñòîé ïüåçîêåðàìèêè [58℄, ìîäåëèðîâàíèå ïüåçîýëåêòðè-

÷åñêîãî ãåíåðàòîðà [55, 59℄, ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç âîçáóæäåíèÿ óëüòðà-

çâóêîâûõ âîëí ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì èçëó÷àòåëåì [60,61℄.

Òðàäèöèîííûé ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ ý��åêòèâíûì ìåòîäîì, íî äëÿ ñîîò-

âåòñòâèÿ äèñïåðãèðóþùèì ñâîéñòâàì, ó÷åò êîòîðûõ íåîáõîäèì â çàäà÷àõ

ÌÑÊ, òðåáóåò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äî

ñîòåí ýëåìåíòîâ íà äëèíó âîëíû) [56℄. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîëó÷èë ðàñïðî-

ñòðàíåíèå ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè [18, 62℄, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçî-

âàíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé è èìååò

ëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ïî ïðîñòðàíñòâó â ñðàâíåíèè ñ ÌÊÝ-ìåòîäàìè äëÿ
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p-àäàïòèâíûõ ñåòîê. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ áåãó-

ùèõ âîëí â óïðóãèõ âîëíîâîäàõ [20, 63, 64℄, äèíàìèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ

òåë [65℄, â çàäà÷àõ ãåî�èçèêè [62℄, à òàêæå ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ [66℄, â

îòå÷åñòâåííûõ ïóáëèêàöèÿõ ýòà ðàçíîâèäíîñòü ÌÊÝ èñïîëüçóåòñÿ çíà÷è-

òåëüíî ðåæå [67℄, à äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë

äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðàêòè÷åñêè íå ïðèìåíÿëàñü, ñì. îáçîð â ìîíîãðà-

�èè [56℄.

Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà êîëåáàíèé â íåîãðàíè÷åííûõ

ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå âîëíîâîäàõ â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâè-

âàþòñÿ ãèáðèäíûå ïîäõîäû, ñî÷åòàþùèå ïîëóàíàëèòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå

ìåòîäû [68, 69℄. Òàê, â öèòèðóåìûõ ðàáîòàõ ñíà÷àëà ðåøàëàñü êîíòàêòíàÿ

çàäà÷à äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðàçìåðà âîëíîâîäà, è ðàññ÷èòûâàëèñü çíà÷åíèÿ

êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ àìïëèòóä áåãóùèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ ïüåçîàêòóàòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, äàæå â çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè àêòóàòîðà ñëîæíîé

�îðìû ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî îòêðûòûõ âîïðî-

ñîâ. Ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ âîçáóæäåíèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé îòêëååííû-

ìè ïüåçîàêòóàòîðàìè èññëåäîâàíà â ìåíüøåé ñòåïåíè è ïðåèìóùåñòâåííî

ýêñïåðèìåíòàëüíî. Òåì íå ìåíåå, îïóáëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, â êîòî-

ðûõ ïðîâîäèëîñü èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ îòñëîèâøåãîñÿ ïüåçîàêòóàòîðà íà

ãåíåðèðóåìûå èì âîëíîâûå ïîëÿ â êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå íà îñíîâå ìåòî-

äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [70, 71℄.

Àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåîáõî-

äèìîñòüþ ïîñòðîåíèÿ è ðàçâèòèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ

îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîëíî-

âîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ êîíòàêòà. Ñîçäàíèå òàêèõ ìîäåëåé íåîá-

õîäèìî äëÿ ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåííûõ ïüåçîýëåê-

òðè÷åñêèõ ñåíñîðîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñèñòåìàõ ìîíèòîðèíãà ýëåìåíòîâ êîí-
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ñòðóêöèé è íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå, ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è àíàëèç âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â

óïðóãîì âîëíîâîäå ïðè âîçáóæäåíèè âîëí Ëýìáà ïîâåðõíîñòíûìè ïüåçî-

ýëåêòðè÷åñêèìè àêòóàòîðîìè â ñëó÷àå ðàçëè÷íîé ñòåïåíè êîíòàêòà ñ óïðó-

ãîé ñëîèñòîé ïîäëîæêîé.

Â çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ âõîäèò ñëåäóþùåå:

1) �îðìóëèðîâêà è ðåøåíèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî

òåëà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà;

2) ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé è êîìïüþòåðíîé ìîäåëè íà îñíîâå ìåòî-

äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è èíòåãðàëüíîãî

ïîäõîäà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòóàòîðà

ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì ïðè ðàçíîé ñòåïåíè êîíòàêòà;

3) ðàçðàáîòêà ñõåìû ýêñïåðèìåíòà ñ ïîäõîäÿùèìè äëÿ öåëåé èññëåäîâà-

íèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñåíñîðàìè, ïîäãîòîâêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

îáðàçöîâ è ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòà;

4) ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðè�èêàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé;

5) àíàëèç âîëíîâûõ ÿâëåíèé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ðå-

çóëüòàòîâ, ðàññ÷èòàííûõ íà îñíîâå ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïîëåé â óïðóãîì

âîëíîâîäå èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè

èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé; äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïüåçîýëåêòðè÷åñêî-

ãî àêòóàòîðà � ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îáåñ-

ïå÷èâàþòñÿ êîððåêòíîñòüþ ïîñòàíîâîê ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷,
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ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à òàêæå ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé âåðè�èêàöèåé ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèåì ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè èíû-

ìè ìåòîäàìè.

Íàó÷íóþ íîâèçíó ðàáîòû ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1) ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè

äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ òåë ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà;

2) ðåçóëüòàòû àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîàêòóàòîðà è ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûõ ý��åêòîâ â ñëó÷àå çàäàíèÿ ðàçëè÷íûõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé;

3) ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âîëíîâûõ ÿâëåíèé, ñî-

ïðîâîæäàþùèõ âîçáóæäåíèå óïðóãèõ âîëí ïðÿìîóãîëüíûìè è êðóãî-

âûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè àêòóàòîðàìè ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ êîíòàêòà

ñ óïðóãîé ïîäëîæêîé;

4) ãèáðèäíûé ïîäõîä íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà òî÷íîñòè è èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çà-

äà÷è î äèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîë-

íîâîäîì ïðè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè êîíòàêòà è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðè-

�èêàöèÿ ìîäåëè;

5) ðåçóëüòàòû àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêèõ àêòóàòîðîâ ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ êîí-

òàêòà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åí-

íûõ ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿþòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ â íåðàçðó-

øàþùåì óëüòðàçâóêîâîì êîíòðîëå, à òàêæå äëÿ ïîñòîÿííîãî ìîíèòîðèíãà

ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

10



Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå

�îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 12-01-33011

¾Òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíîå ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ïî âîññòàíîâëå-

íèþ óïðóãèõ ñâîéñòâ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ è èäåíòè�èêàöèè â íèõ íåîäíî-

ðîäíîñòåé ñ ïðèìåíåíèåì óïðóãèõ âîëí Ëýìáà¿, 14-08-00370 ¾Âîëíîâîé ìî-

íèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ è òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé

ñ èñïîëüçîâàíèåì àêòèâíûõ ïüåçîñåíñîðîâ¿, 13-01-96516 ¾Âîçáóæäåíèå ïüå-

çîàêòèâíûìè ýëåìåíòàìè óïðóãèõ âîëí â èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ êîì-

ïîçèòíûõ âîëíîâîäàõ è èõ äè�ðàêöèÿ íà ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ¿),

Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè (1.189.2014K

¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â

ïðèëîæåíèè ê ïðîáëåìàì ðàçâèòèÿ èí�îêîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé

è âîëíîâîãî ìîíèòîðèíãà êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ¿, 11.9216.2014 ¾Àíà-

ëèç âîëí Ëýìáà, âîçáóæäàåìûõ îòêëååííûìè êðóãëûìè ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêèìè ñåíñîðàìè¿), �åðìàíñêîé ñëóæáû àêàäåìè÷åñêèõ îáìåíîâ (A1373948

¾Analysis of Lamb wave ex
itation by partially debonded 
ir
ular piezoele
tri


wafer a
tive sensors¿), à òàêæå â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è

íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ íà 2009-2013 ãîäû

(14.740.11.0578 ¾Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîìïîçèòíûõ ìà-

òåðèàëîâ ñ ïîâðåæäåíèÿìè, íåîäíîðîäíîñòÿìè è çîíàìè íåèäåàëüíîãî êîí-

òàêòà: ïðèëîæåíèÿ â íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå¿).

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ

1) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüå-

çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë, ñ ïîìîùüþ ìîäè�èêàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ èí-

òåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ;

2) ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è èí-
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òåãðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì

âçàèìîäåéñòâèè ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì ïðè ðàçëè÷íîé

ñòåïåíè êîíòàêòà è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðè�èêàöèÿ ìîäåëè;

3) ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âîëíîâûõ ÿâëåíèé, ñî-

ïðîâîæäàþùèõ âîçáóæäåíèå óïðóãèõ âîëí ïðÿìîóãîëüíûìè è êðóãî-

âûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè àêòóàòîðàìè ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ êîíòàêòà

ñ óïðóãîé ïîäëîæêîé;

4) ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîýëåê-

òðè÷åñêèõ àêòóàòîðîâ ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ

êîíòàêòà, âêëþ÷àþùåå ðåçîíàíñíûå ý��åêòû è âåéâëåò-àíàëèç.

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáùèì îáúåìîì 136 ñòðàíèö èìååò ñëåäóþ-

ùóþ ñòðóêòóðó: ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû îñíîâíîé ÷àñòè, çàêëþ÷åíèå è ñïè-

ñîê ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùèé 106 èñòî÷íèêîâ. �àáîòà ñîäåðæèò 71 ðèñóíîê

è 2 òàáëèöû.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû äèíàìè÷åñêîé òåî-

ðèè ïüåçîóïðóãîñòè, íåîáõîäèìûå ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìàòåðèà-

ëà. Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ëèíåé-

íîé òåîðèè ïüåçîóïðóãîñòè, ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà, èñ-

ïîëüçóåìàÿ äëÿ ðåàëèçàöèèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. �àçäåë 1.2 ñîäåð-

æèò îïèñàíèå âîçìîæíûõ íà÷àëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé

òåîðèè ïüåçîóïðóãîñòè. �àçäåë 1.3 ïîñâÿùåí âîïðîñàì çàïèñè òåíçîðîâ êîí-

ñòàíò ïüåçîìàòåðèàëà, çäåñü òàêæå ïðåäñòàâëåíû �îðìóëû äëÿ ïåðåõîäà

ê ìàòðèöàì êîíñòàíò, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ïëîñêîé ïîñòà-

íîâêå, â çàâèñèìîñòè îò ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî èëè ïëîñêîãî íàïðÿ-

æåííîãî ñîñòîÿíèé ïüåçîóïðóãîãî òåëà.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
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ïüåçîàêòóàòîðà ïðè çàäàíèè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; îïèñûâàþòñÿ

ïðèíöèïû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷-

íîñòè è îáñóæäàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõîäèìîñòü ïðåäñòàâëåííîãî ìåòîäà. Â ðàç-

äåëå 2.1 ïðèâîäÿòñÿ ïëîñêèå ïîñòàíîâêè íåêîòîðûõ çàäà÷ î äèíàìè÷åñêîì

ïîâåäåíèè ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà. Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ñõå-

ìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, à

â ðàçäåëå 2.3 èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ

�àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà, èñïîëüçóåìûõ äàëåå â êà÷åñòâå àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé. �àçäåë 2.4 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ìåòîäà êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëèðîâà-

íèþ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà. Â ýòîì ðàçäåëå

ïðèâîäèòñÿ ïðîöåäóðà äèñêðåòèçàöèè è �îðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Â ðàçäåëå

2.5 îáñóæäàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõîäèìîñòü ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà, ïðèâîäÿòñÿ

ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ðàññ÷è-

òàííûå íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ

èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî

è ×åáûøåâà. Â ýòîì ðàçäåëå òàêæå ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-

çóëüòàòîâ ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè, ðàññ÷èòàííûìè â ñèñòåìå COMSOL.

Àíàëèç ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé ïüåçîàêòóàòîðà ïðîâîäèòñÿ â ðàçäåëå 2.6,

ãäå ïðåäñòàâëåíû âîëíîâûå ïîëÿ ïüåçîàêòóàòîðà íà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ,

à òàêæå ãðà�èêè çàâèñèìîñòè ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îò ðàçìåðîâ ñåíñîðà.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ïüåçîàêòó-

àòîðà ñ óïðóãèì ñëîåì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ êîíòàêòà. Â ðàçäåëå 3.1

äàåòñÿ ïîñòàíîâêà ñâÿçàííîé çàäà÷è, çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñëó-

÷àå èäåàëüíîãî è íåèäåàëüíîãî êîíòàêòîâ, à òàêæå ïðè ÷àñòè÷íîì îòñëî-

åíèè ïüåçîàêòóàòîðà îò âîëíîâîäà. Â ðàçäåëå 3.2 èçëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà

ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãèõ êîëåáà-
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íèé, âîçáóæäàåìûõ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé â óïðóãîì âîëíîâîäå. Ñòðî-

ÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ Ôóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíû ñâîáîäíîãî ñëîÿ â

ïëîñêîì ñëó÷àå. �àçäåë 3.3 ïîñâÿùåí óïðîùåííûì ìîäåëÿì ñäâèãîâîé çà-

äåðæêè è òî÷å÷íûõ ñèë, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ

âîëíîâûõ ïîëåé, ãåíåðèðóåìûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì àêòóàòîðîì, íà íåâû-

ñîêèõ ÷àñòîòàõ è â ñëó÷àå òîíêîãî àêòóàòîðà. Â ðàçäåëå 3.4 ïðèâîäèòñÿ

îïèñàíèå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äè-

íàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîàêòóàòîðà è èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà äëÿ îïè-

ñàíèÿ âîçáóæäàåìûõ àêòóàòîðîì âîëíîâûõ ïîëåé â ñëîå. �åøàåòñÿ ñâÿ-

çàííàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ïðèâîäèòñÿ ñõåìà

�îðìèðîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè èñïîëü-

çîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáû-

øåâà. �àçäåë 3.5 ïîñâÿùåí ÷èñëåííîìó àíàëèçó ñõîäèìîñòè ïåðåìåùåíèé

è íàïðÿæåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ êîíòàêòà. Ïðîèçâîäèòñÿ ñîïîñòàâ-

ëåíèå ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ

ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ñèñòåìå COMSOL è íà îñíîâå óïðîùåí-

íîé ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë. Â ðàçäåëå 3.6 ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå êîíòàêòà

ìåæäó àêòóàòîðîì è ïîäëîæêîé íà ýíåðãèþ, ïîñòóïàþùóþ ïðè äåéñòâèè

ïîëîñîâûõ ïüåçîàêòóàòîðîâ. Èçó÷àþòñÿ ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ è âëèÿíèå íà

ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ðàçìåðîâ àêòóàòîðà è óñëîâèé êîíòàêòà.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ýêñïåðèìåíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ âîë-

íîâûõ ïîëåé, âîçáóæäàåìûõ èäåàëüíî ïðèêëååííûì è ÷àñòè÷íî îòêëååí-

íûì ïüåçîàêòóàòîðîì. Â ðàçäåëå 4.1 èçëàãàåòñÿ ñõåìà ïðîâåäåíèÿ ýêñïå-

ðèìåíòîâ è îïèñûâàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå îáðàçöû. Ïðèâîäÿòñÿ çàâè-

ñèìîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûõ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïîâåðõíî-

ñòè àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû ïðè âîçáóæäåíèè â íåé àêòóàòîðîì áåãóùèõ

âîëí Ëýìáà. Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ äàííûìè, ïîëó-
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÷åííûìè â õîäå ýêñïåðèìåíòà ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå ìåæäó àêòóàòîðîì

è ïëàñòèíîé, ïðîèçâîäèòñÿ â ðàçäåëå 4.2. Äëÿ âåðè�èêàöèè ïîñòðîåííîé

ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé îòñëîåíèå ïüåçîàêòóàòîðà îò âîëíî-

âîäà, â ðàçäåëå 4.3 ñòðîÿòñÿ ãðà�èêè ñðàâíåíèÿ ìîäåëèðóåìûõ è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûõ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû. Âåéâëåò-àíàëèç ñèãíàëîâ,

âîçáóæäàåìûõ êðóãîâûìè è ïðÿìîóãîëüíûìè ïüåçîàêòóàòîðàìè, ïðîèçâî-

äèòñÿ â ðàçäåëå 4.4. Èñïîëüçóÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ çàïèñàííûõ óëüòðà-

çâóêîâûõ ñèãíàëîâ, íàõîäÿòñÿ íåñóùèå ÷àñòîòû ñèãíàëîâ, îïðåäåëÿåòñÿ èõ

ñäâèã îòíîñèòåëüíî öåíòðàëüíûõ ÷àñòîò. Òàêæå äåìîíñòðèðóåòñÿ çàâèñè-

ìîñòü ñäâèãà íåñóùèõ ÷àñòîò îò �îðìû îòñëîåíèÿ àêòóàòîðà, ÷òî óêàçûâà-

åò íà ïîòåíöèàëüíóþ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ

îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ, �îðìû è ìåñòîïîëîæåíèÿ îòñëîåíèé.

Â çàêëþ÷åíèè äàíà êðàòêàÿ ñâîäêà îñíîâíûõ ïîëó÷åííûõ â äàííîé

ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ.

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííûõ

èññëåäîâàíèé îòðàæåíû â 17 ðàáîòàõ, â òîì ÷èñëå 2 ïóáëèêàöèÿõ, âûøåä-

øèõ â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ, óòâåðæäåííîãî ÂÀÊ �Ô. Ïðè êîìïüþòåðíîé

ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ àëãîðèòìîâ áûëî ïîëó÷åíî 2 ñâèäåòåëüñòâà îá

î�èöèàëüíîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàììû.

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà XIII îáúåäè-

íåííîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ �àêóëüòåòà êîìïüþ-

òåðíûõ òåõíîëîãèé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (ã. Êðàñíîäàð, 2013 ã.), XVIII

Çèìíåé øêîëå ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä (ã. Ïåðìü, 2013 ã.), Äåâÿòîé Âñå-

ðîññèéñêîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ìàòåìàòè-

÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è êðàåâûå çàäà÷è¿ (ã. Ñàìàðà, 2013 ã.), International

Conferen
e DAYS ON DIFFRACTION 2013 (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2013 ã.), 2nd

ECCOMAS Young Investigators Conferen
e YIC 2013 (Ôðàíöèÿ, ã. Áîðäî,

2013 ã.), Àêóñòè÷åñêîì ñèìïîçèóìå ¾ÊÎÍÑÎÍÀÍÑ-2013¿ (Óêðàèíà, ã. Êè-
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åâ, 2013 ã.), IX Âñåðîññèéñêîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-

ðîâàíèå è áèîìåõàíèêà â ñîâðåìåííîì óíèâåðñèòåòå¿ (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå,

2014 ã.), V Âñåðîññèéñêîé êîí�åðåíöèè ïî èñïûòàíèÿì è èññëåäîâàíèÿì

ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ¾ÒåñòÌàò-2014¿ (ã. �åëåíäæèê, 2014 ã.), The 11th Euro-

pean Conferen
e on Non-Destru
tive Testing ECNDT 2014 (×åøñêàÿ ðåñïóá-

ëèêà, ã. Ïðàãà, 2014 ã.), Seminar for 2014/2015 Lomonosov and Kant S
holars

(ã. Áîíí, 2014 ã.), Íàó÷íîì ñåìèíàðå ñòèïåíäèàòîâ ïðîãðàìì ¾Ìèõàèë Ëî-

ìîíîñîâ III¿ è ¾Èììàíóèë Êàíò III¿ (ã. Ìîñêâà, 2015 ã.), X Âñåðîññèéñêîé

øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíèêà â ñîâðå-

ìåííîì óíèâåðñèòåòå¿ (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 2015 ã.), XVI Âñåðîññèéñêîé

øêîëå-êîí�åðåíöèè ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìà-

òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ¿, (ïîñ. Àáðàó-Äþðñî, 2015 ã.), à òàêæå íà

ñåìèíàðàõ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè Êóá�Ó.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé îò-

ðàæåíû â ñòàòüÿõ [26, 72�81℄. Â óêàçàííûõ ïóáëèêàöèÿõ èäåè ïîñòàíîâîê

çàäà÷ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáàòûâàëèñü ñîâìåñòíî ñ íàó÷íûì ðóêî-

âîäèòåëåì Ì.Â. �îëóáîì. Ëè÷íî ñîèñêàòåëåì áûëà ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî

òåëà ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ; ïîëó÷åíû îöåíêè ñõîäèìîñòè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåìîãî íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè;

ïðîâåäåí àíàëèç ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî îáðàçöà.

Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ì.Â. �îëóáîì [26, 74�76, 78℄ ñîèñêàòåëåì ðàñ-

ñ÷èòàíû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñèãíàëîâ; íàéäåíû

íåñóùèå è ìãíîâåííûå ÷àñòîòû ñèãíàëîâ, ïðîàíàëèçèðîâàí ñäâèã íåñóùåé

÷àñòîòû. Â ðàáîòå [77℄ ïðîèçâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ âîë-

íîâûõ ïîëåé, ãåíåðèðóåìûõ ïüåçîàêòóàòîðàìè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ êîí-

òàêòà. Â ðàáîòàõ [73,79℄ ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïüåçîàêòóàòîðà

íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè; ïðîèçâå-
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äåíî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè,

ðàññ÷èòàííûìè â ñèñòåìå COMSOL; ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ¾ñøèâêè¿ êî-

íå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè àêòóàòîðà ñ ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñëîÿ. Â

ðàáîòå [81℄ ëè÷íî ñîèñêàòåëåì ðàçðàáîòàíà îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ïîëó÷å-

íû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé �åëüìãîëüöà â îäíîìåðíîì è äâóìåðíîì ñëó÷àÿõ;

ïðîèçâåäåíû îöåíêè ñõîäèìîñòè ìåòîäà; ñîçäàíà êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà

äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü çà ïîìîùü è ïîääåðæêó â ðàáîòå íàó÷-

íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ì.Â. �îëóáó, ïðî�åññîðàì Å.Â. �ëóøêîâó è Í.Â. �ëóø-

êîâîé, à òàêæå ñîòðóäíèêàì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìà-

òèêè À.À. Åðåìèíó è Î.Â. Äîðîøåíêî çà öåííûå ñîâåòû è îáñóæäåíèå ïî-

ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàêæå àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì

óíèâåðñèòåòà ã. Çèãåí, �åðìàíèÿ: àñïèðàíòó èíñòèòóòà ìåõàíèêè è ìåõàòðî-

íèêè È. Áþòå çà ðàñ÷åòû â ñèñòåìå COMSOL è çà ïîìîùü â ïðîâåäåíèè

ýêñïåðèìåíòîâ; �. Äèòðèõó çà ïîäãîòîâêó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îáðàçöîâ è

ïðî�åññîðó Ê.-Ï. Ôðèòöåíó çà êîíñóëüòàòèâíóþ ïîääåðæêó.
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�ËÀÂÀ 1. Ê�ÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎ�ÈÈ ÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ

�1.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïüåçîóïðóãîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû, çàíèìàþùåé

îáúåì V è îãðàíè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ S, ñ ó÷¼òîì ñîïðÿæåííûõ ýëåê-

òðè÷åñêèõ ïîëåé, îáóñëîâëåííûõ ïüåçîý��åêòîì, âêëþ÷àþò â ñåáÿ ëèíåé-

íûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íàïðÿæåíèÿõ, óðàâíåíèÿ

Ìàêñâåëëà è ñîîòíîøåíèÿ Êîøè [17℄.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, x2, x3), äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êîòîðîé

òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïåðåìåííûå (x, y, z), óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä:

σij = CE
ijklskl − eθijkEk,

Di = eθiklskl + εSijEj.
(1.1)

Çäåñü σij � òåíçîð íàïðÿæåíèé, sij � òåíçîð äå�îðìàöèé, Ei � êîìïîíåí-

òû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, Di � êîìïîíåíòû âåêòîðà

ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, Cijkl � òåíçîð óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ, ekij � òåíçîð

êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ìàòåðèàëà, εij � òåíçîð êîíñòàíò

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîâîäèòñÿ

ñóììèðîâàíèå, i, j, k, l = 1, 2, 3. Âåðõíèå èíäåêñû E, θ è S óêàçûâàþò, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûå èçìåðåíû ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì è

òåìïåðàòóðíîì ïîëå è ïðè ïîñòîÿííûõ äå�îðìàöèÿõ, â äàëüíåéøåì èíäåê-

ñû îïóùåíû.

Òåíçîðû äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè:

skl =
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
.

Ïðè �îðìóëèðîâêå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â ëèíåéíîé òåîðèè ïüåçîóïðó-

ãîé ñðåäû, êàê ïðàâèëî, îáîñíîâàííî íå ó÷èòûâàþòñÿ îáúåìíûå ñèëû âçà-

èìîäåéñòâèÿ èíäóöèðîâàííûõ òîêîâ è ïîëÿðèçàöèè ìàòåðèàëà ñ ýëåêòðè-

÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ïîëÿìè [82℄. Òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
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èìåþò âèä:

∂σij
∂xj

+ Fi = ρ
∂2uj
∂t2

, (1.2)

ãäå u(x1, x2, x3, t) � ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäû, t � âðåìÿ, ρ � ïëîòíîñòü

ìàòåðèàëà, Fi � îáúåìíûå ñèëû.

Ïðè îïèñàíèè ïðîöåññîâ äå�îðìèðîâàíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîé ñðåäû

äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èñïîëüçóåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, îò-

ðàæàþùåå ìàëîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí äå�îðìàöèé ïî ñðàâíå-

íèþ ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí [83℄. Ïðè ýòîì

êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ Ek âûðàæàþòñÿ

÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ(x1, x2, x3, t):

Ek = − ∂φ

∂xk
.

Ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ÿâëÿ-

åòñÿ óðàâíåíèå âûíóæäåííîé ýëåêòðîñòàòèêè

∂Di

∂xi
= −pe = 0,

ãäå pe � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ ui è φ:

Cijkl
∂2uk
∂xl∂xj

+ ekij
∂2φ

∂xk∂xj
+ Fi = ρ

∂2ui
∂t2

,

eikl
∂2uk
∂xl∂xi

− εik
∂2φ

∂xk∂xi
= 0.

(1.3)

Óðàâíåíèÿ (1.3) ïðåäïîëàãàþò èõ âûïîëíåíèå â ëþáîé òî÷êå òåëà (ñèëü-

íàÿ ïîñòàíîâêà). Äëÿ çàïèñè âàðèàöèîííîé �îðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ íåîáõîäèìî ââåñòè ïðîñòðàíñòâà òåñòîâûõ èëè ïðîáíûõ �óíêöèéW ,

âûáîð êîòîðûõ êðîìå ïðî÷åãî îáóñëàâëèâàþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ïðèíöèï

âûáîðà òåñòîâûõ �óíêöèé èçëàãàåòñÿ â ãëàâå 2. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî
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ïðîáíûå �óíêöèè ñâîè äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé â (1.3), òîãäà ∀v(x) ∈ Wv

è ψ(x) ∈ Wψ ìîæíî çàïèñàòü:

∫

V

∂σij(x)

∂xj
vsi (x)dV =

∫

V

ρ
∂2ui(x)

∂t2
vsi (x)dV,

∫

V

∂Di(x)

∂xi
ψ(x)dV = 0,

(1.4)

ãäå òåñòîâûå �óíêöèè vs = {vs1, vs2, vs3}, s = 1, 2, 3 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, óðàâíåíèÿ (1.4) íåòðóäíî

ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

∮

S

σij(x)v
s
i (x)νjdS −

∫

V

σij(x)
∂vsi (x)

∂xj
dV =

∫

V

ρ
∂2ui(x)

∂t2
vsi (x)dV,

∮

S

Di(x)ψ(x)νidS −
∫

V

Di(x)
∂ψ(x)

∂xi
dV = 0,

(1.5)

çäåñü ν = {ν1, ν2, ν3} � âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè.
Ïåðåïèñàâ (1.5) â ðàçâåðíóòîé �îðìå, ìîæíî ïîëó÷èòü îäèí èç âàðè-

àíòîâ òàê íàçûâàåìîé ñëàáîé ïîñòàíîâêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ïüåçî-

óïðóãîé ñðåäû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå:

3∑

i=1

3∑

j=1

∮

S

vsi (x)

[
3∑

k=1

3∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

3∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
νjdS−

−
3∑

i=1

3∑

j=1

∫

V

∂vsi (x)

∂xj

[
3∑

k=1

3∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

3∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
dV =

=

3∑

i=1

∫

V

vsi (x)ρ
∂2ui(x)

∂t2
dV,

(1.6)

3∑

i=1

∮

S

ψ(x)

[
3∑

k=1

3∑

l=1

eikl
∂uk(x)

∂xl
−

3∑

k=1

εik
∂φ(x)

∂xk

]
νidS−

−
3∑

i=1

∫

V

∂ψ(x)

∂xi

[
3∑

k=1

3∑

l=1

eikl
∂uk(x)

∂xl
−

3∑

k=1

εik
∂φ(x)

∂xk

]
dV = 0.

(1.7)
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�1.2. Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è â çàìêíóòîé �îðìå óðàâíåíèÿ (1.3) íåîáõîäèìî

äîïîëíèòü íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà

ïîâåðõíîñòè òåëà ñîñòîÿò èç ìåõàíè÷åñêèõ óñëîâèé è ýëåêòðè÷åñêèõ óñëî-

âèé.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåãî îáúåìà, çàíèìàåìîãî òåëîì, ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþòñÿ çàäàíèåì ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé åãî òî÷åê â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè t0 [17℄, êàê ïðàâèëî, äëÿ óäîáñòâà t0 = 0:

ui(x, t0) = u∗i (x, t0),
∂ui(x, t0)

∂t
= v∗i (x, t0). (1.8)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íå çàïèñûâàþòñÿ,

òàê êàê â óðàâíåíèÿõ (1.3) îòñóòñòâóþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé èñïîëü-

çóþò óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ � êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,

÷òî ïðè àêóñòè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ îïðàâäàíî [84℄. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè, â

êîòîðîé èçìåíåíèÿ ïåðåìåùåíèé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ,

à ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæåò ìãíîâåííî èçìåíèòüñÿ ïî âñåìó îáúåìó òåëà,

ò.å. ðå÷ü èäåò î áåñêîíå÷íîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðî-

ìàãíèòíûõ âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó â âûðàæåíèå äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

âðåìÿ âõîäèò êàê ïàðàìåòð, è íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò-

ñÿ óñëîâèÿìè (1.8).

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâèæåíèÿ òî÷åê óïðóãîãî òåëà ÿâëÿþòñÿ

óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ, ïðè êîòîðûõ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè t êîìïîíåíò ñìåùåíèÿ ui â

êîìïëåêñíîé �îðìå çàïèñè èìååò âèä

u(x, t) = Re [v(x, ω) e−iωt],
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â êîòîðîé v(x, ω) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé u, ω � êðóãîâàÿ

÷àñòîòà êîëåáàíèé. Â äàëüíåéøåì, òàì ãäå ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå,

äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òî æå îáîçíà÷åíèå, ÷òî

è äëÿ ñàìîãî âåêòîðà ñìåùåíèé: u(x, t) = Re [u(x, ω) e−iωt].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ëàïëàñà ïî t ïåðåâîäèò

íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó (1.3) îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîçíà÷íîãî âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé u(x, t) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè â êðàåâóþ çàäà÷ó

îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû u(x, ω):

u(x, ω) =

∞∫

0

u(x, t) eiωtdt, (1.9)

u(x, t) =
1

π
Re

∞∫

0

u(x, ω) e−iωtdω. (1.10)

Òåì ñàìûì ðåøåíèå ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîá-

õîäèìûé ýòàï ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé íåñòàöèîíàðíîé çàäà-

÷è. Ïðåäñòàâëåíèå (1.10) îòðàæàåò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ ëèíåéíûõ

ñèñòåì, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì ïðîèçâîëüíûå íåñòàöèîíàðíûå êîëåáà-

íèÿ â ñèñòåìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè å¼ ãàðìîíè÷åñêèõ

êîëåáàíèé u(x, ω) (÷àñòîòíîãî ñïåêòðà).

Ìåõàíè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò çàäàâàòüñÿ êàê â ïåðåìåùå-

íèÿõ

ui = u0
i , x ∈ S,

òàê è â íàïðÿæåíèÿõ

σijnj = qi, x ∈ S,

ãäå n = {nj} � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S. Äàëåå ïðè íåîáõîäèìîñòè íîð-

ìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå íà íåêîòîðîé ýëåìåí-

òàðíîé ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ n, ñîáèðàþòñÿ â âåêòîð τn = {τn1, τn2, τn3}
(τn i = σijnj). Êðîìå òîãî, ìîæíî çàäàâàòü ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
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íà ãðàíèöå S = Su ∪ Sσ: íà îäíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Su çàäàþòñÿ ïåðåìå-

ùåíèÿ u0
, íà äðóãîé Sσ � íàïðÿæåíèÿ q:

ui = u0
i , x ∈ Su,

τn = qi, x ∈ Sσ.
(1.11)

Ôîðìà ýëåêòðè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâÿçàíà ñî ñïîñîáîì ïîäâîäà

ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ê ïüåçîýëåêòðèêó. Åñëè ïîâåðõíîñòü ïîêðûòà òîí-

êèì ìåòàëëè÷åñêèì ñëîåì (òàê íàçûâàåìàÿ ïðîâîäÿùàÿ ýëåêòðîäèðîâàí-

íàÿ ïîâåðõíîñòü) è âîçáóæäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì íàïðÿæåíèÿ, òî íà ãðàíèöå

çàäàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë:

φ = φ0(x, t), x ∈ S.

Åñëè ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé ãåíåðàòîðîì òîêà çíà÷åíèå φ íåèç-

âåñòíî, òî çàäàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé òîê â öåïè:

d

dt

∫∫

S

DinidS = −I(t), x ∈ S.

Åñëè íà ãðàíèöå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ñ âíåøíåé ñðåäîé îòñóò-

ñòâóþò ñâîáîäíûå ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû (ýëåêòðè÷åñêè ñâîáîäíàÿ íåïðî-

âîäÿùàÿ ïîâåðõíîñòü), òî â ñëó÷àå êîíòàêòà ïüåçîýëåêòðèêà ñ âàêóóìîì

èëè ðàçðåæåííûì ãàçîì, ò.å. ñî ñðåäîé, èìåþùåé î÷åíü ìàëóþ äèýëåêòðè÷å-

ñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ε0 ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíñòàíòàìè εij áîëüøèíñòâà ïüåçî-

ýëåêòðèêîâ, ïðèáëèæåííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå �îðìèðóåòñÿ êàê ðàâåíñòâî

íóëþ íîðìàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè [17℄:

Dini = 0, x ∈ S.

Áîëåå îáùàÿ �îðìà çàïèñè ýòîãî óñëîâèÿ:

Dini = −ρd(x, t), x ∈ S,
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ãäå ρd(x, t) � çàäàííàÿ ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ñðåäû.

Òàêæå ìîãóò çàäàâàòüñÿ ñìåøàííûå ýëåêòðè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, åñ-

ëè íà îäíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè òåëà Sφ, ïîêðûòîé ýëåêòðîäàìè, îïðåäåëåí

ïîòåíöèàë, à íà äðóãîé SD � íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ýëåêòðè÷å-

ñêîé èíäóêöèè (S = Sφ ∪ SD).

�1.3. Òåíçîðû êîíñòàíò ïüåçîìàòåðèàëà

Ñóùåñòâóåò äâà ñïîñîáà çàäàíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâåííî

â íèõ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ, êîòîðûå ïðè ïåðåõîäå

îò îäíîé íîòàöèè ê äðóãîé íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâûâàòü. Îäèí èç ñïîñîáîâ

ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùóþ çàïèñü óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ:

S = sT + dTE

D = dT + ǫtE
(1.12)

çäåñü S � âåêòîð, ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé; T � âåêòîð,

ñîäåðæàùèé ýëåìåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé;D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîé èí-

äóêöèè; E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; s � òåíçîð êî-

ý��èöèåíòîâ ïîäàòëèâîñòè; dT � òåíçîð ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ;

ǫt � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðè ïîñòîÿííûõ íàïðÿæåíèÿõ.

Âòîðîé ñïîñîá çàäàíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ:

T = CS − eTE

D = eS + ǫsE
(1.13)

ÇäåñüC � òåíçîð óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ; e � òåíçîð êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêèõ íàïðÿæåíèé ìàòåðèàëà; ǫs � òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöèàåìîñòè

ïðè ïîñòîÿííûõ äå�îðìàöèÿõ.

Â ñèëó ñèììåòðèè òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ïî äâóì ïåðâûì è

äâóì ïîñëåäíèì èíäåêñàì (Cijkl = Cijlk = Cjilk = Cjikl) ìîæíî çàïèñàòü:

Cijkl = Cαβ, (i, j, k, l = 1, 2, 3;α, β = 1, 2, . . . , 6).
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Äðóãèìè ñëîâàìè, êîý��èöèåíòû Cαβ îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó 6×6.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì �îðìèðóåòñÿ è ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ ïîäàòëè-

âîñòè sαβ. Òàêèì æå îáðàçîì, ââèäó ñèììåòðèè òåíçîðà êîíñòàíò ïüåçî-

ýëåêòðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ekij ïî ïàðå ïîñëåäíèõ èíäåêñîâ (ekij = ekji),

ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé ðàçìåðíî-

ñòüþ 3× 6:

ekij = ekα, (i, j, k = 1, 2, 3;α = 1, 2, . . . , 6).

Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ è ìàòðèöû ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìîäóëåé ñ êîìïîíåí-

òàìè dkα.

Ïåðåõîä îò çàïèñè êîíñòàíò Cαβ è ekα ê çàïèñè Cijkl è ekij è îáðàòíî

âîçìîæåí ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó [82℄:

Cijkl = Cαβ, i, j, k, l = 1, 3, (i, j) → α, (kl) → β, α, β = 1, 6,

(1, 1) → 1, (2, 2)→ 2, (3, 3) → 3, (2, 3)→ 4, (1, 3) → 5, (1, 2)→ 6.

Ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ìàòðèöàìè ìîæíî òàêæå çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ìàò-

ðèöû ïåðåõîäà:

Tr =


 1 2 3 2 1 1

1 2 3 3 3 3




(1.14)

è ñëåäóþùåãî ïðàâèëà:

Cijkl = CTr(1,α)Tr(2,α)Tr(1,β)Tr(2,β) = Cαβ

ekij = eTr(1,α)Tr(2,α) = ekα

Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàçíûå íîòàöèè ïðè ïåðåõîäå îò çàïèñè Cij è

eij ê çàïèñè Cijkl è ekij. Òàê, â äðóãîé çàïèñè ìàòðèöà ïåðåõîäà Tr ìîæåò

âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tr =


 1 2 3 1 2 1

1 2 3 2 3 3




(1.15)

Ýòè íîòàöèè òàêæå íóæíî ó÷èòûâàòü ïðè ïåðåõîäå îò òðåõìåðíîé çàäà÷è

ê äâóìåðíîé. Â �îðìóëàõ íèæå èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà (1.14).
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Ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèå �îðìóëû äëÿ ïåðåõîäà îò êîíñòàíò ìàòå-

ðèàëà, èñïîëüçóåìûõ â (1.12) ê êîíñòàíòàì, èñïîëüçóåìûì â (1.13):

C = (s)−1

e = (s)−1
dT = CdT = dC

ǫs = ǫvacǫ
t − d (s)−1

dT = ǫvacǫ
t − edT

(1.16)

ãäå ǫvac = 8.854187817 · 10−12
.

Ñèììåòðèÿ òåíçîðîâ Cilkj è ekij ñëåäóåò èç ñàìîãî âèäà óðàâíåíèé ñî-

ñòîÿíèÿ (1.13). Äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå ÷èñëà èõ íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò

ïðîèñõîäèò ïðè ó÷åòå ïðèíàäëåæíîñòè ïüåçîìàòåðèàëà ê îïðåäåëåííîìó

êëàññó ñèììåòðèè. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåðèàëû, ïðèíàä-

ëåæàùèå ê êëàññó ñèììåòðèè 6mm. Ïóñòü çàäàíû ìàòðèöû s,d, ǫt. Òîãäà

ìàòðèöû C, e, ǫs äëÿ êëàññà ñèììåòðèè 6mm ìîæíî çàïèñàòü êàê:

C =




C11 C12 C13 0 0 0

C12 C22 C23 0 0 0

C13 C23 C33 0 0 0

0 0 0 C44 0 0

0 0 0 0 C55 0

0 0 0 0 0 C66




=




s11 s12 s13 0 0 0

s12 s22 s23 0 0 0

s13 s23 s33 0 0 0

0 0 0 s44 0 0

0 0 0 0 s55 0

0 0 0 0 0 s66




−1

,

e = dC =




0 0 0 0 d15C55 0

0 0 0 d24C44 0 0

A B C 0 0 0


 ,

ǫs = ǫt − ed =




ǫt11 − d15C55d15 0 0

0 ǫt22 − d14C44d14 0

0 0 ǫt33 −D


 . (1.17)
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Çäåñü

A = d13C11 + d23C12 + d33C13,

B = d13C12 + d23C22 + d33C23,

C = d13C13 + d23C23 + d33C33,

D = Ad13 + Bd23 + Cd33.

(1.18)

Äàëåå, ïðè ïåðåõîäå îò òðåõìåðíîé çàäà÷è ê äâóìåðíîé â ïëîñêîñòè

Oxz, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü, ÷òî â ïëîñêîñòè Oy ëèáî îòñóòñòâóþò íîðìàëü-

íûå è êàñàòåëüíûå äå�îðìàöèè (ïëîñêîå äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå), ëè-

áî îòñóòñòâóþò íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (ïëîñêîå íàïðÿ-

æåííîå ñîñòîÿíèå). Êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è èçìåíÿ-

þòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå ïðèíèìàåòñÿ óñëîâèå.

�àññìàòðèâàåòñÿ ñíà÷àëà óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëü-

íûõ äå�îðìàöèé. Òîãäà êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ C, e, ǫs â äâóìåðíîì ñëó÷àå

ìîæíî çàïèñàòü êàê:

C2D =




C11 C13 0

C13 C33 0

0 0 C55


 ,

e2D =


 0 0 e15

A C 0


 ,

ǫs2D =


 ǫs11 0

0 ǫs33


 . (1.19)

Ïóñòü òåïåðü çàäàíî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé. Òîãäà êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ C, e, ǫs â äâóìåðíîì ñëó÷àå âû-

ðàæàþòñÿ ïî �îðìóëàì (1.16). Ïðè ýòîì èç ìàòðèö s,d, ǫt âû÷åðêèâàþòñÿ

ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòå y äî ïîäñòàíîâêè ýòèõ ìàòðèö â �îð-

ìóëû (1.16). Òàêèì îáðàçîì, êîíñòàíòû ìàòåðèàëîâ C, e, ǫs â äâóìåðíîì

ñëó÷àå ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûé è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â
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ïëîñêîñòè Oy ïðèìóò âèä:

C2D =




s11 s13 0

s13 s33 0

0 0 s55




−1

,

e2D =


 0 0 d15C

2D
55

A′ C ′ 0


 ,

ǫs2D =


 ǫt11 − d15C

2D
55 d15 0

0 ǫt33 −D′


 . (1.20)

Çäåñü

A′ = d13C
2D
11 + d33C

2D
13 ,

C ′ = d13C
2D
13 + d33C

2D
33 ,

D′ = A′d13 + C ′d33.

(1.21)
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�ËÀÂÀ 2. ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎ�Î

ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÏÜÅÇÎÀÊÒÓÀÒÎ�À

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîäåëè-

ðîâàíèå äèíàìèêè îòñëîèâøåãîñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ íà

óïðóãîì ñëîå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàçðàáîòàòü ý��åê-

òèâíóþ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïüåçîàêòóàòîðà è çàòåì îáåñïå÷èòü

åå ñîïðÿæåíèå ñ ìîäåëüþ, îïèñûâàþùåé âîëíîâóþ äèíàìèêó óïðóãîãî ñëîÿ.

Â äàííîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è îá îïèñàíèè ïüåçîóïðóãîãî

îãðàíè÷åííîãî òåëà íà îñíîâå ìîäè�èêàöèè ÌÊÝ � ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (ÌÊÝ ÂÏÒ), êîòîðûé â çàðóáåæíîé

ëèòåðàòóðå ÷àñòî íàçûâàþò ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ [18, 62, 85℄.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ïüåçîàêòóàòîðà áåç ïîäëîæêè áûëà âûáðàíà

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàçðàáîòàííóþ êîíå÷íîýëåìåíòíóþ ìîäåëü ïüåçîàê-

òóàòîðà ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñâÿçàííîé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ìîäåëè (àêòóàòîð íà óïðóãîì ñëîå). Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ñîïîñòàâ-

ëåíèå ìîäåëè íà îñíîâå ÌÊÝ ÂÏÒ áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè,

ïîëó÷åííûìè â ñðåäå COMSOL, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü òàêóþ êðàåâóþ

çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæíî â íåé ïîñòðîèòü. Ïîýòîìó â äàííîé ãëàâå

ðàññìîòðåíû äâå çàäà÷è (çàäà÷à À è çàäà÷à Á), îòëè÷àþùèåñÿ ãðàíè÷íû-

ìè óñëîâèÿìè. Çàäà÷à À îïèñûâàåò äèíàìèêó àêòóàòîðà, ñâîáîäíîãî îò

íàïðÿæåíèé ïî âñåì ãðàíèöàì, à çàäà÷à Á � äèíàìèêó àêòóàòîðà, ñ çàäàí-

íûìè íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè íàïðÿæåíèÿìè, êîòîðûé çàùåìëåí ïî âñåé

ëåâîé áîêîâîé ãðàíèöå (â ðàìêàõ ïàêåòà COMSOL íåâîçìîæíî ðàññ÷èòàòü

çàäà÷ó, êîãäà íà îáðàçåö ïîäàåòñÿ íàãðóçêà, íî îí íèêàê íå çàêðåïëåí).

Â äàííîé ãëàâå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå àñïåêòû ïðèìåíåíèÿ

ÌÊÝ ÂÏÒ ñ ðàçëè÷íûìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè.
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�2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìàòðèâàåòñÿ ïîëîñîâîé ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé àêòóàòîð, çàíèìàþ-

ùèé îáëàñòü Ω = [0, w] × R × [0, h] ñ ãðàíèöåé ∂Ω, ñì. ðèñ. 2.1. Äëÿ äå-

ìîíñòðàöèè èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ

òåë, à òàêæå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ â

ñðåäå COMSOL ðåøàþòñÿ äâå çàäà÷è (çàäà÷à À è çàäà÷à Á), îòëè÷àþùèåñÿ

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

x

z

S2

S1

S3

S4

Задача А

V1

V2

x

z

w

S2

S1

S3

S4

Задача Б

V1

V2
h

w

h

�èñ. 2.1: �åîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ ïîëîñîâîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àêòóàòîðà

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà, êîòîðûé íå îãðà-

íè÷åí ïî îñè y, âåêòîð ïåðåìåùåíèé u = {ux, 0, uz} èìååò äâå íåíóëåâûå

êîìïîíåíòû, ïîýòîìó çàäà÷è À è Á ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â ïëîñêîé ïî-

ñòàíîâêå, ñì. ðèñ. 2.1. Â òàêîé ïîñòàíîâêå äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê èñ-

ïîëüçóåòñÿ äâóìåðíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé u = {u1, u2} = {ux, uz} â äå-

êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = {x1, x2} = {x, z}, à ãðàíèöà àêòóàòîðà

ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ÷àñòè ∂Ω = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4, íà êàæäîé èç êîòî-

ðûõ çàäàþòñÿ ñâîè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Îáùèìè äëÿ çàäà÷ À è Á ÿâëÿþòñÿ

ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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• îòñóòñòâèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà äâóõ ãðàíèöàõ

è ïðèëîæåíèå íàãðóçêè q(x) ê íèæíåé ãðàíèöå (âî âñåõ ïðèâåäåííûõ

â ýòîé ãëàâå ïðèìåðàõ äëÿ çàäà÷è À ïîëàãàåòñÿ q(x) = 0):

τn(x) = 0, x ∈ S2 ∪ S3,

σiz(x) = qi(x), x ∈ S1;
(2.1)

• îòñóòñòâèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ:

D(x) = 0, x ∈ S2 ∪ S4; (2.2)

• íàëè÷èå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ:

φ(x) = V1, x ∈ S1,

φ(x) = V2, x ∈ S3.
(2.3)

Çàäà÷è À è Á ðàçëè÷àþòñÿ óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå S4:

• çàäà÷à À � ãðàíèöà S4 ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé:

τn(x) = 0, x ∈ S4, (2.4)

• çàäà÷à Á � àêòóàòîð çàùåìëåí ïî âñåé ãðàíèöå S4:

u(x) = 0, x ∈ S4. (2.5)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.6)�(1.7) óïðîùàþòñÿ ñ

ó÷¼òîì ïëîñêîé ïîñòàíîâêè:

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)

[
2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

2∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
νjdS−

−
2∑

i=1

2∑

j=1

∫

Ω

∂vsi (x)

∂xj

[
2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

2∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
dΩ =

=

2∑

i=1

∫

Ω

vsi (x)ρ
∂2ui(x)

∂t2
dΩ

(2.6)
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2∑

i=1

∮

∂Ω

ψ(x)

[
2∑

k=1

2∑

l=1

eikl
∂uk(x)

∂xl
−

2∑

k=1

ǫik
∂φ(x)

∂xk

]
νidS−

−
2∑

i=1

∫

Ω

∂ψ(x)

∂xi

[
2∑

k=1

2∑

l=1

eikl
∂uk(x)

∂xl
−

2∑

k=1

ǫik
∂φ(x)

∂xk

]
dΩ = 0

(2.7)

Çäåñü è äàëåå ïðè ïåðåõîäå ê ïëîñêîé ïîñòàíîâêå èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ äå�îðìàöèé â ïëîñêîñòè Oy, à ïîä

òåíçîðàìè Cijkl, ekij, ǫ
s
ij ïîíèìàþòñÿ C

2D
ijkl, e

s2D
kij , ǫ

2D
ij , çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿ-

ìè (1.19). Ïîìèìî ýòîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå

êîëåáàíèÿ uk(x1, x2, t) = uk(x1, x2) exp(iωt) ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω.

�2.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè

Ïóñòü ñòîèò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè Ω íåèçâåñòíîé

�óíêöèè u(x) ∈ C2(Ω)
⋂
C(Ω), êîòîðàÿ ïåðåâîäèòñÿ ëèíåéíûì äè��åðåí-

öèàëüíûì îïåðàòîðîì âòîðîãî ïîðÿäêà A â �óíêöèþ f(x) ∈ C(Ω) [86℄:

Au(x) = f(x). (2.8)

Çäåñü Cn(Ω) � ìíîæåñòâî �óíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå äî ïîðÿäêà n â îáëàñòè Ω, a Ω � çàìûêàíèå Ω. Ïðè ýòîì óðàâíå-

íèÿ (2.8) äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè äîëæíû áûòü äîïîëíåíû â çàâè-

ñèìîñòè îò �èçè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íåêîòîðûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, çàïèñàííàÿ â âèäå (2.8) çàäà÷à ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(x) = u0(x), x ∈ ∂Ω.

òðåáóåò óäîâëåòâîðåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ∀x ∈ Ω.

Íà ïðàêòèêå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è âèäà (2.8) ìîæíî ïîñòðî-

èòü äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî êëàññà çàäà÷ è ïðîñòîé ãåîìåòðèè îáëà-

ñòè Ω, ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è îòûñêèâàåòñÿ ÷èñ-
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ëåííî. �åøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ

ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ îñíîâàíî íà ñïåêòðàëüíîì ìåòîäå. Äëÿ ýòîãî íåîáõî-

äèìî ïåðåéòè ê âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå è íàéòè

u ∈ U, U =
{
u(x)|u ∈ H2(Ω), u(x) = u0(x) íà ∂Ω

}
,

òàêóþ ÷òî

(Au− f, w) = 0, w ∈ W, (2.9)

ãäå

W =
{
w|w ∈ L2(Ω), w = 0 íà ∂Ω

}
(2.10)

ãäå L2(Ω) � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì, H2(Ω) �

ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé Ñîáîëåâà. Òîãäà (2.9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

∫

Ω

(Au− f)wdV = 0, w ∈ W (2.11)

Ñëåäóþùèé øàã äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââîäèòñÿ êîíå÷íî-

ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî UN ∈ U ñ áàçèñîì uk, k = 1, ..., N . Òîãäà ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå uN(x) ∈ UN
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u(x) ≈ uN(x) =
N∑

k=1

akuk(x). (2.12)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â (2.8) ïîëó÷àåòñÿ:

AuN(x)− f(x) = r(x),

ãäå r(x) � íåâÿçêà óðàâíåíèÿ (2.8). Êîý��èöèåíòû ak, âõîäÿùèå â (2.12),

ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè è ìîãóò áûòü íàéäåíû èç óñëîâèÿ ðà-

âåíñòâà íóëþ íîðìû íåâÿçêè, ââåäåííîé â ïðîñòðàíñòâå L2
, òî åñòü

(r(x), w(x)) = 0, w(x) ∈ W.

Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uN(x) è íåâÿçêà rN(x) ÿâëÿþòñÿ

ýëåìåíòàìè êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà UN
, òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-

ñòâà òåñòîâûõ �óíêöèé W ìîæåò áûòü óìåíüøåíà äî êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà WN ∈ W , êîòîðîå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ áàçèñîì wk, k =
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1, ..., N . Â èòîãå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ak ìîæíî çàïèñàòü ñè-

ñòåìó óðàâíåíèé:

N∑

k=1

Alkck = fl, l = 1, N, (2.13)

Alk = (Auk(x), wl(x))L2(Ω)
, fl = (f(x), wl(x))L2(Ω)

Ýòîò ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ïåòðîâà��àë¼ðêèíà, ìåòîäîì âçâåøåííûõ

íåâÿçîê èëè íåðåäêî ïðîñòî ìåòîäîì �àë¼ðêèíà.

Â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîé ðàçíîâèäíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ëåæàò òå æå èäåè, ÷òî è ó ñïåêòðàëüíîãî ìåòî-

äà è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä èñïîëüçóåò ïðèáëè-

æåííîå ðåøåíèå â òîé æå �îðìå, ÷òî è òðàäèöèîííûå ìåòîäû âçâåøåííûõ

íåâÿçîê. Êàê è â òðàäèöèîííîì ìåòîäå �àëåðêèíà, àïïðîêñèìèðóþùèå è

âåñîâûå �óíêöèè îòëè÷íû îò íóëÿ âî âñåé âû÷èñëèòåëüíîé îáëàñòè [85℄.

Ñïåêòðàëüíûé ìåòîä ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè è äè�ðàêöèè

âîëí â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ. Â ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèå îòûñêèâàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ

àïïðîêñèìàöèîííûõ ïîëèíîìîâ, îáû÷íî ýòî îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû ×å-

áûøåâà èëè ïîëèíîìû Ëîáàòòî âûñîêîé ñòåïåíè [18℄. Òàêîé ïîäõîä ïîçâî-

ëÿåò óìåíüøàòü îøèáêó ðåøåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè

n èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ. Íî íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíûå ïðåèìóùå-

ñòâà, ñïåêòðàëüíûé ìåòîä òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ

è òðóäíî ïðèìåíèì â çàäà÷àõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé îáëàñòè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ñïëîø-

íûõ ñðåä, ãèäðî- è òåðìîäèíàìèêè, òåðìî-ýëåêòðî-ñòàòèêè è äèíàìèêè è

ìíîãèõ äðóãèõ. Îñíîâíîé èäååé ÌÊÝ ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå èñêîìîé îáëàñòè

íà ïîäîáëàñòè, íàçûâàåìûå êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè, íà êîòîðûõ ðåøåíèå
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ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ïåðâîãî èëè âòîðîãî,

ðåæå òðåòüåãî ïîðÿäêîâ, ïîñêîëüêó îñöèëëÿöèÿ ó ãðàíèö êîíå÷íîãî ýëåìåí-

òà âîçðàñòàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ á�îëüøåé ñòåïåíè [87℄. Ïðåèìó-

ùåñòâà ÌÊÝ çàêëþ÷àþòñÿ â óíèâåðñàëüíîñòè ìåòîäà è âîçìîæíîñòè åãî

èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èëè ìåòîä ñïåê-

òðàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿÿñü êîìáèíàöèåé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è

ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ

ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé, êàê â ñïåêòðàëüíîì ìåòîäå è íà äèñêðåòèçà-

öèè èñêîìîé îáëàñòè, êàê â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà

òî÷íîñòè íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1. Äèñêðåòèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå êîí-

òèíóàëüíîé ñðåäû ñîâîêóïíîñòüþ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîåäèí¼ííûõ

ìåæäó ñîáîé â óçëàõ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñâÿçåé.

2. Âûáîð âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà. Çàïèñûâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ è ñëàáàÿ

ïîñòàíîâêè íà îñíîâå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

�èçè÷åñêèé ïðîöåññ.

3. Âûáîð àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé. Àïïðîêñèìèðóþùèå �óíêöèè è

óçëîâûå òî÷êè âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñïåöè�èêè çàäà÷è. Â

ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà òî÷íîñòè â êà÷åñòâå òàêèõ �óíêöèé èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð,

ïîëèíîìû �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, ×åáûøåâà èëè Ëàããåðà.

4. �åàëèçàöèÿ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà.

5. Ó÷¼ò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Áåç ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ìàòðèöû â ëå-

âîé ÷àñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ìî-
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ãóò áûòü âûðîæäåííûìè, ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè

ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ÷àñòü óðàâíåíèé âçàèìíî çàâèñèìû. Èçìåíåíèå

ýòîé ìàòðèöû ïðè ó÷¼òå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê íåâûðîæäåí-

íîé ÑËÀÓ, ðåøåíèå êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â óç-

ëàõ.

6. �åøåíèå ÑËÀÓ.

7. Âû÷èñëåíèå íåîáõîäèìûõ âåëè÷èí íà îñíîâå íàéäåííûõ çíà÷åíèé âåê-

òîðà ñîñòîÿíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä, â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ ìîãóò áûòü âûáðàíû �óíêöèè ïåðåìå-

ùåíèé, òîãäà ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ÂÏÒ îñòàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü

âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ �óíêöèé íàïðÿæåíèé íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ çíà-

÷åíèé ïåðåìåùåíèé â óçëîâûõ òî÷êàõ.

Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, äâà ëþ-

áûõ ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòà áûëè ãåîìåòðè÷åñêè êîí�îðìíû, ò.å. ïðàâàÿ ãðàíü

ýëåìåíòà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ ëåâîé ãðàíüþ ñîñåäíåãî ýëåìåíòà, è îáðàò-

íî. È, âî-âòîðûõ, ñòåïåíü ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè äîëæíà ñîâïà-

äàòü íà âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ. Íåïðåðûâíîñòü ðåøåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî

êîý��èöèåíòû ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîé è òîé æå

ãðàíè÷íîé òî÷êå, äîëæíû ñîâïàäàòü.

Ïîñêîëüêó àïïðîêñèìèðóþùèå �óíêöèè, êàê ïðàâèëî, çàäàíû íà åäè-

íè÷íîì êóáå, òî íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü çàìåíó êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùóþ

îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ â åäèíè÷íûé êóá. Ïðè ýòîì â êàæäîé èç ëîêàëü-

íûõ ñèñòåì êîîðäèíàò ξli, ñâÿçàííûõ ñ êîíêðåòíûì ýëåìåíòîì li, äåëàåò-

ñÿ ñòàíäàðòíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ x = x(ξ) äëÿ ïåðåõîäà èç ãëîáàëüíîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò x. Ïðèìåíÿÿ å¼ ïðè ðàáîòå ñ êðèâîëèíåéíûìè ýëåìåí-

òàìè, íåîáõîäèìî ïðè èíòåãðèðîâàíèè �óíêöèé, çàäàííûõ â ãëîáàëüíîé

ñèñòåìå, ðàçáèâàòü èíòåãðàë ïî îáëàñòè Ω íà èíòåãðàëû ïî ïîäîáëàñòÿì
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è èñïîëüçîâàòü �îðìóëû ïåðåõîäà. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ íåòðóäíî çàïèñàòü

ñîîòíîøåíèå

∂u

∂xi
=

K∑

k=1

∂u

∂ξk

∂ξk
∂xi

,

â êîòîðîì

∂ξk
∂xi

îïðåäåëÿþòñÿ ïóò¼ì îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè Jij =
∂xi
∂ξj
.

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè èñïîëüçóþò-

ñÿ òàêèå èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû, êàê ïîëèíîìû Ëîáàòòî, ×åáûøåâà

è Ëàããåðà [18℄. Âìåñòå ñ ïîëèíîìàìè èñïîëüçóåòñÿ ñåòêà ñïåöèàëüíûì îá-

ðàçîì ïîäîáðàííûõ óçëîâûõ òî÷åê, êîòîðûå çàäàþòñÿ êàê íóëè îïðåäåëåí-

íûõ ïîëèíîìîâ è ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî èñêîìîìó èíòåðâàëó íåðàâíîìåðíî.

�àñïðåäåëåíèå ýòèõ òî÷åê ïðåäïîëàãàåò èõ ñãóùåíèå ó êðàåâ èíòåðâàëà,

÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü áîëüøèõ îñöèëëÿöèé íà ãðàíèöàõ èñêîìîé îáëà-

ñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ âûñîêîé ñòåïåíè. Íèæå áîëåå ïîäðîáíî

îïèñûâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìîâ Ëîáàòòî è ×åáûøåâà â êà÷åñòâå èí-

òåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ è òåñòîâûõ �óíêöèé.

�2.3. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû íà îñíîâå ïîëè-

íîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà

Ïîëèíîìàìè Ëîáàòòî LN(x) ñòåïåíèN íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ïî-

ëèíîìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà PN(x) ñòå-

ïåíè N + 1 è âûðàæàþòñÿ ïî �îðìóëå:

LN(x) =
d

dx
PN+1(x), N = 0, 1, 2 . . . (2.14)

ãäå PN(x) � ïîëèíîìû Ëåæàíäðà:

PN(x) =
1

2NN !

d

dx
(x2 − 1)N , N = 0, 1, 2 . . . (2.15)

Ïîëèíîìû Ëîáàòòî îðòîãîíàëüíû íà îòðåçêå [−1, 1] ñ âåñîì (1− x2) [18℄:

1∫

−1

Li(x)Lj(x)(1− x2)dx =
2(i+ 1)(i+ 2)

2i+ 3
δij, i, j = 0, 1, 2 . . . (2.16)
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Çäåñü δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî

ïîðÿäêà òî÷íîñòè èñïîëüçóþòñÿ ìíîãî÷ëåíû C i
N+1, ïîëó÷èâøèå íàçâàíèå

èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî [85℄. Äëÿ êàæ-

äîãî N ñòðîèòñÿ N + 1 ìíîãî÷ëåí íà îòðåçêå [−1, 1], îïðåäåëÿþùèéñÿ ïî

íåêîòîðîìó íàáîðó óçëîâ λi:

C i
N+1(x) =

−1

N(N + 1)PN(λi)

(1− x2)P
′

N(x)

x− λi
, i = 1, N + 1 (2.17)

çäåñü λi � òî÷êè �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê

ìíîæåñòâî íóëåé ïîëèíîìà Ëîáàòòî ñòåïåíè N − 1 ñ äîáàâëåíèå êîíöîâ

èíòåðâàëà [−1, 1]:

λ1 = −1, λN+1 = 1,

λj : LN(λj) = 0, j = 2, N.
(2.18)

Äëÿ óäîáñòâà �îðìóëó (2.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

C i
N+1(x) = γi

N+1∏

j=1,j 6=i
(x− λj), (2.19)

ãäå íîðìèðóþùèå ìíîæèòåëè

γi =
(2N)!

2N ·N !N !(N + 1)PN(λi)

ïðè ìíîãî÷ëåíàõ ïîëó÷àþòñÿ èç (2.15).

Îïðåäåë¼ííûå òàêèì îáðàçîì ïîëèíîìû �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî

C i
N+1(x) ïîðÿäêà N + 1 ïîëó÷àþò ïîëåçíûå ñâîéñòâà, à èìåííî, çíà÷åíèÿ

èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ â óçëîâûõ òî÷êàõ, ò.å. â òî÷êàõ �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî λk, ðàâíû íóëþ, åñëè íîìåð óçëà íå ñîâïàäàåò ñ íîìå-

ðîì ìíîãî÷ëåíà (j 6= i), è ðàâíû åäèíèöå ïðè j = i:

C i
N+1(λj) = δij. (2.20)

�ðà�èêè ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî ñòåïåíè 4 (ñâåðõó) è 8 (ñíè-

çó) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.2.
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0,0

1,0

N=4

-0,5-1,0 0,5 x 1,0

0,0

1,0

0,0

N=8

�èñ. 2.2: Ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî ïðè N = 4 è N = 8

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè òðåáóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîëèíî-

ìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî

dC i
N+1(x)

dx
= C i

N+1,x(x)

â íóëÿõ ñàìèõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîëó-

÷èòü ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ:

dC i
N+1(λk)

dx
= Dki =





−N(N + 1)

4
, i = k = 1

N(N + 1)

4
, i = k = N + 1

0, 1 < i = k < N + 1

PN (λk)

PN(λi)(λk − λi)
, 1 < i 6= k < N + 1

(2.21)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò òðóä-
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íîâû÷èñëèìûõ èëè ñëîæíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìó-

ëà, êîòîðàÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû çíà÷åíèé �óíêöèè â óçëàõ xk ñ

âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè èëè âåñàìè wk. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè

íå âûøå 2N − 1 ñïðàâåäëèâî [88℄:

(f(x), 1) =

N∑

k=1

wkf(xk).

Ýòî ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé, êîíêðåòíûé âèä êî-

òîðîé çàâèñèò îò ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, âûáðàííûõ â êà÷å-

ñòâå áàçèñà ïðè ïîèñêå ðåøåíèÿ. Äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîé ñòåïåíè

òî÷íîñòè, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ Ëîáàòòî, ïðèìåíÿåòñÿ

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, íàçûâàåìàÿ êâàäðàòóðîé Ëîáàò-

òî [18℄. Â êâàäðàòóðå Ëîáàòòî â êà÷åñòâå óçëîâ âûáèðàþòñÿ òî÷êè �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî λk:

∫ 1

−1

f(x)dx =
N+1∑

k=1

wkf(λk) + E, (2.22)

E =
(N + 1)N322N+1((N − 1)!)4

(2N + 1)(2N !)3
f (2N)(ζ), ζ ∈ [−1, 1],

ãäå âåñîâûå êîý��èöèåíòû wk îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå [67℄:

wk =
2

N(N + 1)(PN(λk))2
. (2.23)

Ïîìèìî ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî ìîãóò êîíñòðóèðîâàòü-

ñÿ è äðóãèå èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû, ê ïðèìåðó, íà îñíîâå îðòî-

ãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà Tn(x), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ

ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì:

T0(x) = 1, T1(x) = x,

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 2, 3, 4 . . .

Òîãäà íà îñíîâå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëè-

íîìû ϕiN(x) [89℄, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà èíòåðâàëå [−1, 1], è ðàâíû íóëþ
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çà ïðåäåëàìè ýòîãî èíòåðâàëà:

ϕiN(x) =
2

N

N∑

k=0

1

cick+1
Tk(xi)Tk(x) =

N∑

k=0

βkiTk(x), (2.24)

ãäå Tk(x) � ïîëèíîìû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè k, βki =
2

Ncick+1
Tk(xi),

N � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, i = 1, N + 1,

êîý��èöèåíòû ci çàäàþòñÿ �îðìóëîé:

ci =




2 i = 1, N + 1

1 i 6= 1, N + 1

à xi � óçëîâûå òî÷êè, îïðåäåëÿåìûå ïî �îðìóëå [18℄:

xi = − cos

(
π(i− 1)

N

)
i = 1, N + 1, (2.25)

ïðè÷åì óçëîâûå òî÷êè xi, i = 2, N îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîðíè ïîëèíîìîâ

 

-1,0 1,0-0,5 0,0 0,5

0,0

1,0

N=9

x

�èñ. 2.3: Èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû íà îñíîâå ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà

×åáûøåãî âòîðîãî ðîäà UN−1(x) ñòåïåíè N − 1, à â êà÷åñòâå x1, xN+1 äî-

áàâëÿþòñÿ êðàéíèå òî÷êè èíòåðâàëà [−1, 1]. �ðà�èêè ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ

ϕiN ïðè N = 9 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. (2.3), ãäå ìîæíî íàáëþäàòü íàãëÿäíóþ

èëëþñòðàöèþ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ ϕiN(x) [89℄:

ϕiN(xj) = δij,
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àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâó (2.20) äëÿ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî.

�2.4. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ

ïîëîñîâûõ ïüåçîàêòóàòîðîâ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.6)-(2.7) èñêîìóþ îáëàñòü íåîá-

õîäèìî ðàçáèòü íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ

÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò åãî ñîïðÿæåíèå íà ãðàíèöàõ êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì îáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ íà Mi ýëåìåíòîâ

ïî îñè Oxi:

[0, w]× [0, h] =

M1⋃

l1=1

[xl11 , x
l1+1
1 ]×

M2⋃

l2=1

[xl22 , x
l2+1
2 ]. (2.26)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà îñíîâå ïîëèíîìîâ

�àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî (2.19) èëè ×åáûøåâà (2.24), êîòîðûå îðòîãî-

íàëüíû íà îòðåçêå [−1, 1], íåîáõîäèìî èõ ìàñøòàáèðîâàíèå äëÿ êàæäîãî

ýëåìåíòà. Ñîîòâåòñòâåííî, ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò:

ξlii =
2xi − xli+1

i − xlii
xli+1
i − xlii

, xi =
xli+1
i − xlii

2
ξlii +

xli+1
i + xlii

2
,

d

dxi
= Slii

d

dξlii
, Slii =

2

xli+1
i − xlii

, (i = 1, 2),
(2.27)

ñâÿçûâàþùåå ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå xi è ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå ξlii íà

ýëåìåíòå li, ãäå li = 1,Mi � íîìåð ýëåìåíòà ïî îñè Oxi.

�åøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.6-2.7) íàõîäèòñÿ â âèäå:

u(x) =

{
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 )

}
, k = 1, 2,

φ(x) =

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

φl1l2i1i2C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ).

(2.28)
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Êðîìå òîãî, ââîäÿòñÿ òåñòîâûå �óíêöèè

vsi (x) = δisC
p1(ξt11 )C

p2(ξt22 ), vs(x) ∈Wv,

ψ(x) = Cp1(ξt11 )C
p2(ξt22 ), ψ(x) ∈ Wψ,

t1 = 1,M1, t2 = 1,M2,

(2.29)

ãäå �óíêöèè C i
îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (2.19), çäåñü è äàëåå íèæíèé èí-

äåêñ N + 1 ïðè îáîçíà÷åíèè �óíêöèé C i
îïóùåí. Ïðîñòðàíñòâà òåñòîâûõ

�óíêöèé Wv è Wψ îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(2.1)�(2.5) [56, 62℄. Òàê, ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3), �óíêöèÿ íàïðÿ-

æåíèé φ ðàâíà V1 è V2 íà ãðàíèöàõ S1 è S3, è ñîîòâåòñòâåííî ïðîñòðàí-

ñòâî òåñòîâûõ �óíêöèé Wψ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ∀ψ(x) ∈ Wψ,

ψ(x) = 0, x ∈ S1 ∪ S3. Çàòåì ïðè �îðìèðîâàíèè ìàòðèöû ÑËÀÓ ïðî-

èñõîäèò ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3). Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå çàäà÷è Á äëÿ

óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.5) íà òåñòîâûå �óíêöèè vs èç ïðî-

ñòðàíñòâà Wv íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå vs=0 ïðè x ∈ S4.

Íèæå ïîäðîáíåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëîâ.

Ïðè ïîäñòàíîâêå (2.28)�(2.29) â (2.6)�(2.7) ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ëî-

êàëüíî-çàäàííûõ �óíêöèé (îòëè÷íûõ îò íóëÿ òîëüêî íà ýëåìåíòå). Ñî-

îòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèÿ îáðàùàþòñÿ â íóëü, åñëè �óíêöèè çàäàíû íà

ðàçíûõ ýëåìåíòàõ, ò.å.

C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ) · Cp1(ξt11 )C

p2(ξt22 ) = 0, l1 6= t1 ∨ l2 6= t2. (2.30)

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ñõåìû äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå âòî-

ðîãî èíòåãðàëà èç (2.6):

−
2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl

∫

Ω

∂vsi (x)

∂xj

∂uk(x)

∂xl
dΩ =

= −
2∑

i=1

2∑

k=1

[
Ci1k1

w∫

0

h∫

0

∂vsi (x)

∂x1

∂uk(x)

∂x1
dx1dx2+
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+Ci1k2

w∫

0

h∫

0

∂vsi (x)

∂x1

∂uk(x)

∂x2
dx1dx2 + Ci2k1

w∫

0

h∫

0

∂vsi (x)

∂x2

∂uk(x)

∂x1
dx1dx2+

+Ci2k2

w∫

0

h∫

0

∂vsi (x)

∂x2

∂uk(x)

∂x2
dx1dx2

]
. (2.31)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè �îðìóëû (2.28), (2.29) â óðàâíåíèå (2.31) ∀s = 1, 2

ïîñëåäíåå ïðèíèìàåò âèä:

−
2∑

i=1

2∑

k=1

δis

[
Ci1k1

w∫

0

h∫

0

∂

∂x1

(
Cp1(x1)C

p2(x2)
)
×

× ∂

∂x1

(
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(x1)C
i2(x2)

)
dx1dx2+

+Ci1k2

w∫

0

h∫

0

∂

∂x1

(
Cp1(x1)C

p2(x2)
)
×

× ∂

∂x2

(
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(x1)C
i2(x2)

)
dx1dx2+

+Ci2k1

w∫

0

h∫

0

∂

∂x2

(
Cp1(x1)C

p2(x2)
)
×

× ∂

∂x1

(
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(x1)C
i2(x2)

)
dx1dx2+

+Ci2k2

w∫

0

h∫

0

∂

∂x2

(
Cp1(x1)C

p2(x2)
)
×

× ∂

∂x2

(
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(x1)C
i2(x2)

)
dx1dx2

]
. (2.32)

Ïîñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (2.32):

−
2∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k

2∑

i=1

δis

[
Ci1k1

x
l1+1
1∫

x
l1
1

∂Cp1(x1)

∂x1

∂C i1(x1)

∂x1
dx1×
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×
x
l2+1
2∫

x
l2
2

Cp2(x2)C
i2(x2)dx2+

+Ci1k2

x
l1+1
1∫

x
l1
1

∂Cp1(x1)

∂x1
C i1(x1)dx1

x
l2+1
2∫

x
l2
2

Cp2(x2)
∂C i2(x2)

∂x2
dx2+

+Ci2k1

x
l1+1
1∫

x
l1
1

Cp1(x1)
∂C i1(x1)

∂x1
dx1

x
l2+1
2∫

x
l2
2

∂Cp2(x2)

∂x2
C i2(x2)dx2+

+Ci2k2

x
l1+1
1∫

x
l1
1

Cp1(x1)C
i1(x1)dx1

x
l2+1
2∫

x
l2
2

∂Cp2(x2)

∂x2

∂C i2(x2)

∂x2
dx2

]
. (2.33)

Ïîñëå çàìåíû êîîðäèíàò (2.27) óðàâíåíèå (2.33) ïðèíèìàåò âèä:

−
2∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k

2∑

i=1

δis

[
Ci1k1

1∫

−1

Sl11
∂Cp1(ξl11 )

∂ξl11
Sl11

∂C i1(ξl11 )

∂ξl11

dξl11
Sl11

×

×
1∫

−1

Cp2(ξl22 )C
i2(ξl22 )

dξl22
Sl22

+

+Ci1k2

1∫

−1

Sl11
∂Cp1(ξl11 )

∂ξl11
C i1(ξl11 )

dξl11
Sl11

1∫

−1

Cp2(ξl22 )S
l2
2

∂C i2(ξl22 )

∂ξl22

dξl22
Sl22

+

+Ci2k1

1∫

−1

Cp1(ξl11 )S
l1
1

∂C i1(ξl11 )

∂ξl11

dξl11
Sl11

1∫

−1

Sl22
∂Cp2(ξl22 )

∂ξl22
C i2(ξl22 )

dξl22
Sl22

+

+Ci2k2

1∫

−1

Cp1(ξl11 )C
i1(ξl11 )

dξl11
Sl11

1∫

−1

Sl22
∂Cp2(ξl22 )

∂ξl22
Sl22

∂C i2(ξl22 )

∂ξl22

dξl22
Sl22

]
. (2.34)

Ñ ó÷¼òîì (2.20)�(2.23), âûðàæåíèå (2.34) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê

−
2∑

k=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ui1i2k

2∑

i=1

δis

[
Sl11
Sl22

Ci1k1

N+1∑

k1=1

(wk1Dk1p1Dk1i1) · wi2δp2i2+

+Ci1k2

N+1∑

k1=1

wk1Dk1p1δk1i1

N+1∑

k2=1

wk2δk2p2Dk2i2+
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+Ci2k1

N+1∑

k1=1

wk1δk1p1Dk1i1

N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2δk2i2+

+
Sl22
Sl11

Ci2k2wi1δi1p1 ·
N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

]

èëè â îêîí÷àòåëüíîì âèäå:

−
2∑

k=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ui1i2k

2∑

i=1

δis

[
Sl11
Sl22

Ci1k1

N+1∑

k1=1

(wk1Dk1p1Dk1i1) · wi2δp2i2+

+Ci1k2wi1Di1p1wp2Dp2i2 + Ci2k1wp1Dp1i1wi2Di2p2+

+
Sl22
Sl11

Ci2k2wi1δi1p1 ·
N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

]
.

(2.35)

Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå óðàâíåíèÿ (2.6) ïðåîáðàçóþòñÿ àíàëîãè÷íî. Èí-

òåãðàë ïî êîíòóðó èç óðàâíåíèÿ (2.6):

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi

[
2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl
∂uk
∂xl

+

2∑

k=1

ekij
∂φ

∂xk

]
νjdS−

=
2∑

i=1

2∑

j=1

2∑

k=1

2∑

l=1

[
Cijkl

∮

∂Ω

vsiσijνjdS

]
(2.36)

íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ñèëó îòíîøåíèé

(2.1), ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ íà âñåõ ãðàíèöàõ, êðîìå ãðàíèöû S1 (äëÿ

çàäà÷è À), ãäå σiz(x) = qi(x). Â çàäà÷å Á ýòîò ýòîò èíòåãðàë òàêæå ðàâåí

íóëþ íà ãðàíèöàõ S2 ∪ S3 â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.1). Íà ãðàíèöå S4

çàäàþòñÿ óñëîâèÿ (2.5) íà ïåðåìåùåíèÿ, è èíòåãðàë (2.36) ðàâåí íóëþ â

ñèëó âûáîðà ïðîñòðàíñòâà òåñòîâûõ �óíêöèé Wv: ∀vs(x) ∈ Wv, v
s(x) = 0,

x ∈ S4. Ïîñêîëüêó íîðìàëü íà ãðàíèöå S1 ðàâíà ν = {0,−1}, òî èíòåãðàë
(2.36) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

−
2∑

i=1

∫

S1

vsi (x)qi(x)dS1 = −
2∑

i=1

δis

w∫

0

Cp1(x1)C
p2(x2)qi(x)dx1|x2=0 =

= −
2∑

i=1

δisδp21δt21δt1l1

1∫

−1

Cp1(ξt11 )qi

(xt1+1
1 − xt11

2
ξt11 +

xt1+1
1 + xt11

2
, 0
)dξt11
St11

,
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÷òî ïîñëå ïðèìåíåíèÿ êâàäðàòóðíûõ �îðìóë ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

−
2∑

i=1

δisδp21δt21δt1l1
1

St11

N+1∑

k1=1

wk1δk1p1qi

(xt1+1
1 − xt11

2
λk1 +

xt1+1
1 + xt11

2
, λ1

)
=

= −
2∑

i=1

δisδp21δt21δt1l1
1

St11
wp1qi

(xt1+1
1 − xt11

2
λp1 +

xt1+1
1 + xt11

2
, λ1

)
.

(2.37)

Çäåñü ìíîæèòåëü δt1l1 âîçíèêàåò â ñèëó ñâîéñòâà (2.30).

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáà-

íèÿ uk(x1, x2, t) = uk(x1, x2) eiωt ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ω, òî äëÿ ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.6) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

2∑

i=1

∫

Ω

vsi (x)ρ
∂2ui
∂t2

(x)dΩ = −
2∑

i=1

ρω2

∫

Ω

vsiui(x)dΩ =

−
2∑

i=1

ρω2δis

w∫

0

h∫

0

Cp1(x1)C
p2(x2)×

×
[

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k C i1(x1)C
i2(x2)

]
dx1dx2 =

−
2∑

i=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k δisρω
2×

×
1∫

−1

Cp1(ξl11 )C
i1(ξl11 )

dξl11
Sl11

1∫

−1

Cp2(ξl22 )C
i2(ξl22 )

dξl22
Sl22

=

= −
2∑

i=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k δisρω
2 1

Sl11 S
l2
2

wi1δp1i1wi2δp2i2. (2.38)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü è âòîðîå óðàâíåíèå ñëàáîé

ïîñòàíîâêè (2.7). Çäåñü âòîðîé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî âûêëàä-

êàì (2.31)�(2.35), à èíòåãðàë ïî êîíòóðó âû÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (2.2)�(2.3). Ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2) ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îò-

ñóòñòâóåò íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ S2 ∪ S4, òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèé èí-
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òåãðàë ïî êîíòóðó ãðàíèöû îáëàñòè Ω:

2∑

i=1

∮

∂Ω

ψ(x)

[
2∑

k=1

2∑

l=1

eikl
∂uk
∂xl

(x)−
2∑

k=1

ǫik
∂φ

∂xk
(x)

]
νidS =

=

2∑

i=1

∮

∂Ω

ψ(x)Di(x)νidS = 0, x ∈ S2 ∪ S4.

(2.39)

Ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3) ïðîèçâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé âûáîð

ïðîñòðàíñòâà òåñòîâûõ �óíêöèé Wψ, à ñòðîêè ìàòðèöû ñèñòåìû, îòíîñÿ-

ùèåñÿ ê çíà÷åíèÿì �óíêöèè φ(x) â óçëîâûõ òî÷êàõ íà ãðàíèöàõ S1 ∪ S3,

çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ïðèðàâíèâàþòñÿ åäèíèöå. Cîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðàâîé

÷àñòè ïðèðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿì V1 è V2 â çàâèñèìîñòè îò ãðàíèöû S1

è S3. Òàêèì îáðàçîì, îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, òàê

êàê çíà÷åíèÿ φl11i11 è φl1M1i1(N+1)
îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè V1 è V2 íà ãðàíè-

öàõ S1 è S3, ïîýòîìó èíòåãðàë ïî êîíòóðó (2.39) íà ýòèõ ãðàíèöàõ ìîæíî

íå ó÷èòûâàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.28)�(2.29) â (2.6)�(2.7) è íåîáõî-

äèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé (ÑËÀÓ) ñ âåêòîðîì íåèçâåñòíûõ, ñîñòîÿùèì èç çíà÷åíèé âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé u(x) è �óíêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(x) â óçëîâûõ

òî÷êàõ λk (2.18). Îêîí÷àòåëüíûé âèä ÑËÀÓ äëÿ ðåàëèçàöèè ÌÊÝ ÂÏÒ

∀s = 1, 2:

3∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k

{
(δk1 + δk2)

(
2∑

i=1

δis

[
− Sl11
Sl22

Ci1k1×

×
N+1∑

k1=1

wk1Dk1p1Dk1i1wi2δp2i2 − Ci1k2wi1Di1p1wp2Dp2i2 − Ci2k1wp1Dp1i1wi2Di2p2−

−S
l2
2

Sl11
Ci2k2wi1δi1p1 ·

N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

]
+

1

Sl11 S
l2
2

ρω2δkswi1δp1i1wi2δp2i2

)
+
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+δk3

2∑

i=1

δis

[
− Sl11
Sl22

e1i1

N+1∑

k1=1

(wk1Dk1p1Dk1i1) · wi2δp2i2−

−e2i1wi1Di1p1wp2Dp2i2 − e1i2wp1Dp1i1wi2Di2p2−

−S
l2
2

Sl11
e2i2wi1δi1p1 ·

N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

]}
=

=

2∑

i=1

1

St11
δisδp21δl21δt1l1wp1qi

(xt1+1
1 − xt11

2
λp1 +

xt1+1
1 + xt11

2
, λ1

)
. (2.40)

3∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k

{
(
δk1 + δk2

)
(

− Sl11
Sl22

e1k1

N+1∑

k1=1

wk1Dk1p1Dk1i1×

×wi2δp2i2 − e1k2wi1Di1p1wp2Dp2i2 − e2k1wp1Dp1i1wi2Di2p2−

−S
l2
2

Sl11
e2k2wi1δi1p1 ·

N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

)
+

+δk3

(
Sl11
Sl22

ǫ11

N+1∑

k1=1

wk1Dk1p1Dk1i1 · wi2δp2i2 + ǫ12wi1Di1p1wp2Dp2i2+

+ǫ21wp1Dp1i1wi2Di2p2 +
Sl22
Sl11

ǫ22wi1δi1p1

N+1∑

k2=1

wk2Dk2p2Dk2i2

)}
= 0. (2.41)

Äëÿ ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèÿ íà ãðàíÿõ ýëåìåíòîâ óäîáíî ââåñòè ñïåöè-

àëüíûì îáðàçîì ñîñòàâëåííûé èíäåêñ:

I = (s−1)G+(p1−1)(M2N+1)+(M2N+1)N(l1−1)+N(l2−1)+p2 (2.42)

ãäå G = (M1N + 1)(M2N + 1). Ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé çàïîëíÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî èíäåêñà.

Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷-

íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà àíàëîãè÷íà ñõåìå, îïèñàííîé

âûøå. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå èñêîìîé îáëàñòè Ω íà ýëåìåíòû (2.26) è èñ-

ïîëüçóåòñÿ çàìåíà êîîðäèíàò âèäà (2.27).
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�åøåíèå óðàâíåíèé (2.6)�(2.7) îòûñêèâàåòñÿ â âèäå:

u(x) =

{
M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k ϕi1(ξl11 )ϕ
i2(ξl22 )

}
, k = 1, 2,

φ(x) =

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

φl1l2i1i2ϕi1(ξl11 )ϕ
i2(ξl22 ),

(2.43)

à òåñòîâûå �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vsi (x) = δisϕ
p1(ξt11 )ϕ

p2(ξt22 ), vs(x) ∈ Wv,

ψ(x) = ϕp1(ξt11 )ϕ
p2(ξt22 ), ψ(x) ∈ Wψ,

t1 = 1,M1, t2 = 1,M2.

(2.44)

Ôóíêöèè ϕi îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé (2.24), çäåñü è äàëåå íèæíèé èíäåêñ

N + 1 ïðè îáîçíà÷åíèè �óíêöèé ϕi îïóùåí.

Ïðè óìíîæåíèè ëîêàëüíî-çàäàííûõ �óíêöèé (îòëè÷íûõ îò íóëÿ òîëü-

êî íà ýëåìåíòå) âûïîëíÿåòñÿ òî æå ñâîéñòâî, ÷òî è äëÿ ïîëèíîìîâ �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî (2.30):

ϕi1(ξl11 )ϕ
i2(ξl22 ) · ϕp1(ξt11 )ϕp2(ξt22 ) = 0, l1 6= t1 ∨ l2 6= t2 (2.45)

Ïðèíöèï âûáîðà ïðîñòðàíñòâ òåñòîâûõ �óíêöèé â çàâèñèìîñòè îò ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé áûë óæå îïèñàí. �àçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî äëÿ ðàñ÷åòà îïðåäåëåí-

íûõ èíòåãðàëîâ èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòóðíûå �îðìóëû �àóññà, à â ñëó÷àå

ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ äàëü-

íåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

1∫

−1

ϕi(x)ϕj(x)dx =
N∑

m=0

N∑

r=0

βmiβrj

1∫

−1

Tm(x)Tr(x)dx = RI
ij

1∫

−1

∂ϕi(x)

∂x
ϕj(x)dx =

N∑

m=0

N∑

r=0

βmiβrj

1∫

−1

∂Tm(x)

∂x
Tr(x)dx = RID

ij

1∫

−1

∂ϕi(x)

∂x

∂ϕj(x)

∂x
dx =

N∑

m=0

N∑

r=0

βmiβrj

1∫

−1

∂Tm(x)

∂x

∂Tr(x)

∂x
dx = RD

ij (2.46)
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Âñå èíòåãðàëû â óðàâíåíèÿõ (2.6)�(2.7) ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ (2.43)�

(2.44) ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóÿ òîé æå ñõåìå, ÷òî è ïðè èñïîëüçîâàíèè ïî-

ëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, çà èñêëþ÷åíèåì èíòåãðàëà ïî êîíòóðó

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)

[
2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

2∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
νjdS =

=

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)σij(x)νjdS

(2.47)

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.1) è (2.5), ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ íà

ãðàíèöàõ S2 ∪ S3 ∪ S4 â îáåèõ çàäà÷àõ À è Á. Íà ãðàíèöå S1 ýòîò èíòåãðàë

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè (2.4). Íîðìàëü ê ýòîé ãðà-

íèöå ðàâíà ν = {0,−1}. Âñå êîý��èöèåíòû, îòíîñÿùèåñÿ òîëüêî ê ãðàíèöå
S1 èìåþò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü δt21. Òîãäà ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîîðäèíàò (2.27) ìîæíî çàïèñàòü:

−
2∑

i=1

∫

S1

vsi (x)qi(x)dS1 = −
2∑

i=1

δisδt21

1∫

−1

ϕp1(ξt11 )ϕ
p2(ξt22 )·

·qi
(xt1+1

1 − xt11
2

ξt11 +
xt1+1
1 + xt11

2
, 0
) 1

St11
dξt11

∣∣∣∣
ξ
t2
2 =−1

=

= −
2∑

i=1

1

St11
δisδp21δt21

N∑

m=0

βmp1 q̂
mt1
i ,

ãäå

q̂mt1i =

1∫

−1

Tm(ξ
t1
1 )qi

(xt1+1
1 − xt11

2
ξt11 +

xt1+1
1 + xt11

2
, 0
)
dξt11 . (2.48)

Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ m, i è t1 èíòåãðàë â (2.48) ìîæíî ïîñ÷èòàòü àíà-

ëèòè÷åñêè.

Ó÷èòûâàÿ (�2.4.) è (2.48), èòîãîâàÿ ÑËÀÓ ïðèíèìàåò âèä:

3∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k δl1t1δl2t2

{
(δk1 + δk2)

(
2∑

i=1

δis

[
− Sl11
Sl22

Ci1k1R
D
p1i1R

I
p2i2−
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−Ci1k2RID
p1i1
RID
i2p2

− Ci2k1R
ID
i1p1
RID
p2i2

− Sl22
Sl11

Ci2k2R
I
p1i1
RD
p2i2

]
+

+
1

Sl11 S
l2
2

ρω2δksR
I
p1i1R

I
p2i2

)
+ δk3

2∑

i=1

δis

[
− Sl11
Sl22

e1i1R
D
p1i1R

I
p2i2−

−e2i1RID
p1i1
RID
i2p2

− e1i2R
ID
i1p1
RID
p2i2

− Sl22
Sl11

e2i2R
I
p1i1
RD
p2i2

]}
=

=
2∑

i=1

1

St11
δisδp2,1δt2,1

N∑

m=0

βmp1 q̂
mt1
i . (2.49)

3∑

k=1

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

ul1l2i1i2k δl1t1δl2t2

{
(
δk1 + δk2

)
(

− Sl11
Sl22

e1k1R
D
p1i1
RI
p2i2

−

−e1k2RID
p1i1R

ID
i2p2 − e2k1R

ID
i1p1R

ID
p2i2 −

Sl22
Sl11

e2k2R
I
p1i1R

D
p2i2

)
+

+δk3

(
Sl11
Sl22

ǫ11R
D
p1i1
RI
p2i2

+ ǫ12R
ID
p1i1
RID
i2p2

+

+ǫ21R
ID
i1p1
RID
p2i2

+
Sl22
Sl11

ǫ22R
I
p1i1
RD
p2i2

)}
= 0. (2.50)

Ñòðóêòóðà ÑËÀÓ, ïîëó÷åííàÿ â êàæäîì èç âàðèàíòîâ ÌÊÝ ÂÏÒ, îäè-

íàêîâà: ñõåìàòè÷åñêè âèä ÑËÀÓ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.4. Ñòðîêàì ìàòðèöû

ìîæíî ñîïîñòàâèòü óçëîâûå òî÷êè, îïðåäåëÿåìûå ïðè ðàçáèåíèè îáëàñòè Ω

íà ýëåìåíòû (2.27), òàê èíäåêñû p1, p2, t1, t2, s îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò íî-

ìåð ñòðîêè. Ïî ãîðèçîíòàëè ðàñïîëîæåíû áëîêè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

íåèçâåñòíûì çíà÷åíèÿì ïåðåìåùåíèé è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ÷òî

îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó âåêòîðà íåèçâåñòíûõ, ñîñòîÿùåãî èç òðåõ áëîêîâ,

êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçìåðíîñòü (M1N+1)(M2N+1) è ñîîòâåòñòâó-

åò îäíîé èç òðåõ èñêîìûõ �óíêöèé. Â ñòîëáöàõ ìàòðèöû ñòîÿò êîý��è-

öèåíòû ïðè çíà÷åíèÿõ èñêîìûõ �óíêöèé â óçëîâûõ òî÷êàõ. Âåðòèêàëüíûå

áëîêè ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþò òåñòîâûì �óíêöèÿì v1
, v2

è ψ, à èíäåêñû

i1, i2, l1, l2, k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò íîìåð ñòîëáöà.
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u

=

u

Vϕ

z

x t 1

t 2

V

�èñ. 2.4: Ñõåìà ÑËÀÓ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïüåçîàêòóàòîðà ÌÊÝ ÂÏÒ

Äëÿ ó÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîöåäó-

ðà �îðìèðîâàíèÿ ÑËÀÓ. Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè, äëÿ êîòîðûõ

êîý��èöèåíòû p2, t2 è s ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ p2 = 1, t2 = 1, s = 1, 2, ñîäåð-

æàò ñïåêòðàëüíûå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ íàãðóçîê qs ïî âûáðàííîìó

áàçèñó. Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû ñ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé qs ïðè-

ñóòñòâóþò òîëüêî â ñòðîêàõ, ñîïîñòàâèìûõ óçëîâûì òî÷êàì íà ãðàíèöå S1.

Äëÿ çàäà÷è Á ñòðîêè ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöå, ãäå ïüåçîàêòó-

òîð æåñòêî çàùåìëåí, çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíîãî

ýëåìåíòà, ðàâíîãî åäèíèöå. Àíàëîãè÷íî ïðè s = 3 êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðà-

âîé ÷àñòè ðàâíû çíà÷åíèÿì íàïðÿæåíèé V1 íà íèæíåé (p2 = 1, t2 = 1) èëè

V2 íà âåðõíåé (p2 = N+1, t2 =M2) ãðàíèöàõ àêòóàòîðà, à ñîîòâåòñòâóþùèå

ñòðîêè çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà, ðàâ-

íîãî åäèíèöå. Òàêèì îáðàçîì çàäàåòñÿ âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3)

è (2.5). Äëÿ óäîáñòâà êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè è êîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè

ñîïðÿæåíèÿ ðåøåíèÿ íà ãðàíÿõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

èíäåêñ, íàïðèìåð, êàê â (2.42).
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Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûå êàæäûì

èç âàðèàíòîâ ÌÊÝ ÂÏÒ, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A1y = t,

A2y = V ,
(2.51)

ãäå äëÿ óäîáñòâà ââåäåí îáîáùåííûé âåêòîð yT = {uTx ,uTz ,φT}, ñîñòàâëåí-
íûé èç çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ux,uz è ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà φ â óçëîâûõ òî÷êàõ. Â ïðàâîé ÷àñòè íàõîäÿòñÿ ñîñòàâëåííûé

èç èíòåãðàëà ïî êîíòóðó âåêòîð t, è âåêòîð, ïîëó÷àþùèéñÿ ïðè ó÷åòå ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé íà ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë V .

�2.5. Îöåíêà ý��åêòèâíîñòè ìåòîäîâ

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå ïðèìåðàõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîñëåäóþùåé

ýêñïåðèìåíòàëüíîé âåðè�èêàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïüåçîàêòóàòîð èç ìàòå-

ðèàëà PIC 155 ïðîèçâîäñòâà PI Cerami
 GmbH ñî ñëåäóþùèìè õàðàêòåðè-

ñòèêàìè:

ρ = 7800 êã/ì3,

s11 = s22 = 1, 59 · 10−11 [Ïà−1], s33 = 2.097 · 10−11 [Ïà−1],

s13 = s23 = −7, 27 · 10−12 [Ïà−1], s12 = −5, 69 · 10−12 [Ïà−1],

s44 = s55 = 4, 492 · 10−11 [Ïà−1], s66 = 4, 319 · 10−11 [Ïà−1],

d31 = d32 = −1, 74 · 10−10 [Êë/Í], d33 = 3, 94 · 10−11 [Êë/Í],

d15 = d24 = 5, 35 · 10−10 [Êë/Í], ǫ11 = ǫ22 = ǫ33 = 1750.

Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé âåðè�èêàöèè ìîäåëè ïðèìåíÿëñÿ òàêæå êîììåð÷å-

ñêèé ïàêåò COMSOL Multiphysi
s 4.4 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäóëÿ Stru
tural

Me
hani
s Module. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ, ïî-

ëó÷åííûå ïðè V1 = 50 B, V2 = 0 B è íàãðóçêå q1(x) = 5 Ïà, q2(x) = 10 Ïà

äëÿ ïüåçîàêòóàòîðà ðàçìåðàìè 6 ìì×0.2 ìì.
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�èñ. 2.5: Ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ íà ÷àñòîòå 100 ê�ö ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿ-

öèîííûõ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà, çàäà÷à Á

Íà ðèñ. 2.5 ïîêàçàíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé äëÿ ïüå-

çîàêòóàòîðà, ðàññ÷èòàííûå ÌÊÝ ÂÏÒ äëÿ ÷àñòîòû 100 ê�ö ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî äëÿ çàäà÷è Á. Íà

ýòîì ðèñóíêå, à òàêæå íà íåêîòîðûõ ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ, çíà÷åíèÿ âå-

ëè÷èí îòîáðàæàåòñÿ öâåòîì, ïðè÷åì áîëåå òåìíûå îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò

ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿì, à ñâåòëûå � ìàêñèìàëüíûì. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî

îáà âèäà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ äàþò î÷åíü áëèçêèå çíà÷åíèÿ ïå-

ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé σxz â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû S4. Èç ðèñ. 2.5 âèäíî, ÷òî ãðàíè÷-
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íûå óñëîâèÿ (2.1), (2.3), (2.5) óäîâëåòâîðÿþòñÿ ñ íåáîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ,

à ïîâåäåíèå ïåðåìåùåíèé áëèçêî ê ëèíåéíîìó (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò

ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû), ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàñ÷åòàìè ñ ïîìîùüþ ïàêåòà

COMSOL. Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ðàñ÷åòà-

ìè, ïîëó÷åííûìè â COMSOL, ìîæíî ñðàâíèòü ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u(x) íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ, ýòè çíà÷åíèÿ

ïðèâåäåíû â Òàáë. 2.1. Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ èìååò ìåñòî õîðîøåå ñîâïàäå-

íèå ìåæäó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ è COMSOL,

îäíàêî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ìîæíî âèäåòü íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå, ãîâîðÿùåå

î íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ.

Òàáëèöà 2.1: Ìèíèìàëüíûå è ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé íà ðàçíûõ ÷àñòîòàõ

â çàäà÷å À, [ì℄.

×àñòîòà 1 ê�ö 60 ê�ö 100 ê�ö 180 ê�ö 500 ê�ö 1000 ê�ö

max ux
ÌÊÝ ÂÏÒ 1,77e-7 1,86e-7 2,04e-7 3,25e-7 5,75e-8 2,95e-8

COMSOL 1,77e-7 1,86e-7 2,04e-7 3,25e-7 5,75e-8 2,91e-8

min ux
ÌÊÝ ÂÏÒ -1,77e-7 -1,84e-7 -2,04e-7 -3,25e-7 -5,75e-8 -2,95e-8

COMSOL -1,77e-7 -1,86e-7 -2,04e-7 -3,25e-7 -5,75e-8 -2,91e-8

max uz
ÌÊÝ ÂÏÒ 7,86e-9 8,17e-9 8,82e-9 1,32e-8 7,89e-9 8,50e-9

COMSOL 7,86e-9 8,17e-9 8,82e-9 1,32e-8 7,90e-9 8,02e-9

min uz
ÌÊÝ ÂÏÒ -7,86e-9 -8,17e-9 -8,82e-9 -1,32e-8 -7,89e-9 -8,50e-9

COMSOL -7,86e-9 -8,17e-9 -8,82e-9 -1,32e-8 -7,90e-9 -8,02e-9

Áîëåå ïîëíûé àíàëèç ïðåäïîëàãàåò èññëåäîâàíèå ÷èñëåííîé ñõîäèìî-

ñòè è îöåíêè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ðàçíûõ áàçèñíûõ �óíê-

öèé (ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî). �ðà�èêè, èëëþ-

ñòðèðóþùèå ñõîäèìîñòü ïðè ðàçíîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ è �èêñèðîâàííîé ñòå-

ïåíè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ íà ïðèìåðå ïåðåìåùåíèé ïðåäñòàâëå-

íû íà ðèñ. 2.6 äëÿ ÷àñòîòû 100 ê�ö. Íà ðèñ. 2.7 ïðèâåäåíû àíàëîãè÷íûå

ãðà�èêè, íî ïîëó÷åííûå íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ðàçíûõ
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�èñ. 2.6: Îöåíêà ñõîäèìîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçíîãî ÷èñëà ýëåìåí-

òîâ. Çàäà÷à Á

 

lg
(m

ax
(u

  
))

z

lg
(m

ax
(u

  
))

x

Степень полиномов, N Степень полиномов, N
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-14

-18,05
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Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева
M  =5M  =5 M  =1M  =11 1 1 1

�èñ. 2.7: Îöåíêà ñõîäèìîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ðàçíîé

ñòåïåíè. Çàäà÷à Á

ñòåïåíåé ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî èëè ïÿòè ýëåìåíòîâ. Ýòè ãðà�èêè äå-

ìîíñòðèðóþò, ÷òî äîñòàòî÷íî õîðîøàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ óæå ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè M1 = 3 ýëåìåíòîâ è ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ

N = 11. Åñëè èñïîëüçîâàòü ïîëèíîìû ñòåïåíè N = 7, òî ñëåäóåò ðàçáè-

âàòü èñêîìóþ îáëàñòü ïðèìåðíî íà 8 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäóÿ ñõîäè-

ìîñòü, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî

ñíà÷àëà ïîâûøàòü ñòåïåíüN èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, à çàòåì óâåëè-

÷èâàòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ M1M2. Àíàëîãè÷íûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû

57



äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà [85℄ è äëÿ àíèçîòðîïíûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ [18℄.

Òàêæå áûëà èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà

ãðàíèöàõ ê çíà÷åíèÿì, îïðåäåëÿåìûì ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îòíîñèòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå S4 (çäåñü ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.8. Èñïîëüçîâàíèå

ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà äàåò íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ ïåðåìå-

ùåíèé íà ãðàíèöå íåæåëè ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, êîòîðûå

òàêæå îáåñïå÷èâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü.

0

-1

-2

1

2 x10
-8

0

-1

-2

1

0 0,1 0,2 0 0,1 0,2

2 x10
-6

xu xmax(u )

z, [мм] z, [мм]

Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева

zu zmax(u )

�èñ. 2.8: Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé ux (ñëåâà) è uz (ñïðàâà) íà ãðàíèöå

S4, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ ñòåïåíè N = 10 è M1 = 10 ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à Á

Ñîãëàñíî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.1), íàïðÿæåíèÿ σxx è σxz äîëæíû

áûòü ðàâíû íóëþ íà ãðàíèöå S2. Íà ãðà�èêàõ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 2.9,

ìîæíî âèäåòü, ÷òî òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âûøå ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè M1 = 10 ýëåìåíòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçáèåíèåì íà M1 = 5

ýëåìåíòîâ.

Íà ãðàíèöå S1 íàïðÿæåíèÿ σxz è σzz äîëæíû áûòü ðàâíû çàäàííûì

ïîâåðõíîñòíûì íàãðóçêàì q1 è q2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè÷åì íà ãðàíèöå S4

ýòè âåëè÷èíû ïðèíèìàþò äîâîëüíî âûñîêèå çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó íà íåé

íå çàäàíû íèêàêèå óñëîâèÿ íà íàïðÿæåíèÿ. Èç-çà ýòîãî ïðè ïåðåõîäå îò
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�èñ. 2.9: Íàïðÿæåíèÿ σxx (ñëåâà) è σxz (ñïðàâà) íà ãðàíèöå S2, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ïîëèíîìîâ ñòåïåíè N = 10. Çàäà÷à Á

0 3 6

0

1

 

 

0 3 6

0

1

 

 

10 элементов5 элементов

x, [мм]x, [мм]

zzzzσ   / max(σ  ) zzzzσ   / max(σ  )

Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева

�èñ. 2.10: Îòíîñèòåëüíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé σzz íà ãðàíèöå S1, ðàññ÷èòàííûå ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì 5 (ñëåâà) è 10 (ñïðàâà) ýëåìåíòîâ è èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè

N = 10. Çàäà÷à Á

S4 ê S1 âîçíèêàåò îòíîñèòåëüíî âûñîêàÿ îøèáêà â îêðåñòíîñòè íèæíåãî

ëåâîãî óãëà. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé ïîãðåøíîñòè è ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ

çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå S1 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî

áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëî âçÿòî

M1 = 10 ýëåìåíòîâ). Íà ðèñ. 2.10 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè îòíîñèòåëüíûõ

çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé σzz, ðàññ÷èòàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì 5 (ñëåâà) è 10

(ñïðàâà) ýëåìåíòîâ. Àíàëèçèðóÿ ãðà�èêè íà ðèñ. 2.5�2.10, ìîæíî çàêëþ-
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÷èòü, ÷òî ðåøåíèå ïðèìåðíî îäèíàêîâîé òî÷íîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

ïðè èñïîëüçîâàíèè êàê ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, òàê è ïîëèíîìîâ �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî.

3 60 x,[мм]

МКЭ ВПТ

COMSOL

3 60

при  z = 0,1мм

-10

0

σ  , [Па]zz

1160

1440

6

x,[мм]

σ  , [Па]xx

�èñ. 2.11: Íàïðÿæåíèÿ ïðè ÷àñòîòå 100 ê�ö, ðàññ÷èòàííûå ÌÊÝ ÂÏÒ è ñ èñïîëüçîâà-

íèåì COMSOL. Çàäà÷à À

3 60 x,[мм]
0

10

3 60
5000

35000

x,[мм]

МКЭ ВПТ

COMSOL

при  z = 0,1[мм]

7

σ  , [Па]zzσ  , [Па]xx

�èñ. 2.12: Íàïðÿæåíèÿ ïðè ÷àñòîòå 500 ê�ö, ðàññ÷èòàííûå ÌÊÝ ÂÏÒ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ñ èñïîëüçîâàíèåì COMSOL. Çàäà÷à À

�èñ. 2.11�2.12 èëëþñòðèðóþò ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé âäîëü ñðå-

äèííîãî ñðåçà ïðè z = 0, 1 ìì, ðàññ÷èòàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ ÂÏÒ

è ïàêåòà COMSOL, íà ÷àñòîòàõ 100 è 500 ê�ö. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÌÊÝ

ÂÏÒ äàåò áîëåå ãëàäêóþ àïïðîêñèìàöèþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ÷òî îáú-

ÿñíÿåòñÿ áîëåå òî÷íûì âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ. Àíàëîãè÷íîå

ñðàâíåíèå áûëî âûïîëíåíî òàêæå äëÿ çàäà÷è Á.
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�2.6. �åçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Îïèñûâàåìûé â äàííîé ãëàâå ìåòîä ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðåçîíàíñ-

íûå ñâîéñòâà àêòóàòîðà. Àâòîðîì äëÿ êîíòðîëÿ èñïîëüçîâàëîñü äâà ïîä-

õîäà ê íàõîæäåíèþ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò àêòóàòîðà fn. Äëÿ îäíîãî êîíå÷-

íîãî ýëåìåíòà ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ ðàâåí-

ñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ÑËÀÓ (2.40)�(2.41) èëè (2.49)�(2.50). Â

îáùåì ñëó÷àå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû âû÷èñëÿëèñü êàê ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ñóììû

êâàäðàòîâ ìîäóëåé êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ul1l2i1i2k äëÿ âåêòîðà ðåøå-

íèÿ. Â òàáë. 2.2 ïðåäñòàâëåíû ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû àêòóàòîðà ðàçìåðîì

6 ìì×0.2 ìì, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþÌÊÝ ÂÏÒ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåð-

ïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, à òàêæå

ïàêåòà COMSOL. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè íåáîëüøîãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ, çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò îêàçûâàþòñÿ íåìíîãî çàâû-

øåíû. Òàáë. 2.2 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî âûáîð èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ

ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðàññ÷èòûâàåìîå çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû,

÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü î âûáîðå êîëè÷åñòâà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Òàáëèöà 2.2: �åçîíàíñíûå ÷àñòîòû àêòóàòîðà, ê�ö

Ïîëèíîìû Ïîëèíîìû COMSOL

×åáûøåâà Ëîáàòòî

Íîìåð

1 10 1 10 80×6=480 17×3=51
÷àñòîòû

f

ýëåìåíò ýëåìåíòîâ ýëåìåíò ýëåìåíòîâ ýëåìåíòîâ ýëåìåíò

1-ÿ 3,263 3,253 3,264 3,253 3,260 3,254

2-ÿ 20,324 20,268 20,331 20,268 20,312 20,270

3-ÿ 56,365 56,220 56,386 56,221 56,377 56,226

4-ÿ 109,042 108,718 109,075 108,719 109,131 108,728

5-ÿ 127,322 127,027 127,358 127,025 127,226 127,295

6-ÿ 177,816 176,779 175,578 176,783 177,720 176,795
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�èñ. 2.13: Çàäà÷à Á: ïåðåìåùåíèÿ íà 3-é ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå f = 56, 386 ê�ö (ÌÊÝ

ÂÏÒ ñ ïîëèíîìàìè �àóññà-Ëåæàíäðà-Ëîáàòòî) è f = 56, 226 ê�ö (COMSOL). Çàäà÷à Á

Êðîìå òîãî, ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëåé ïåðåìåùåíèé íà ðåçîíàíñ-

íîé ÷àñòîòå, ðàññ÷èòàííûõ ÌÊÝ ÂÏÒ è ñèñòåìîé COMSOL. Äëÿ èëëþ-

ñòðàöèè òîãî �àêòà, ÷òî îáà ìåòîäà ïîçâîëÿþò óñòàíàâëèâàòü ðåçîíàíñíóþ

÷àñòîòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîìó è òîìó æå ðåæèìó êîëåáàíèé, ïðèâåäåí

ðèñ. 2.13 � ïîëÿ ïåðåìåùåíèé íà 3-é ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå äëÿ çàäà÷è Á.

Ïðè òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ 3-é ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû f ðàñõîäÿòñÿ íà íåñêîëüêî

äåñÿòêîâ ãåðö, êàðòèíû êà÷åñòâåííî ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ðåçîíàíñíûå

÷àñòîòû íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ñè-

ñòåìû (detA = 0), ïîýòîìó ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ

ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà.

Äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî àíàëèçà ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò áûëè ðàññìîòðåíû

ñîáñòâåííûå �îðìû êîëåáàíèé (ïîëÿ ïåðåìåùåíèé) íà ÷àñòîòàõ, áëèçêèõ ê

3-é ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå (âûäåëåíà â òàáë. 2.2 è íà ðèñ. 2.14). Íà ðèñ. 2.14

îæèäàåìî âèäíî çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå â ïîâåäåíèè ïüåçîàêòóàòîðà ïðè

íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå è âîçðàñòàíèå àìïëè-
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�èñ. 2.14: Âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ÷àñòîò â îêðåñòíîñòè 3-åé ðåçîíàíñíîé ÷à-

ñòîòû (ÌÊÝ ÂÏÒ ñ ïîëèíîìàìè �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî). Çàäà÷à Á

òóäû êîëåáàíèé íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Äëÿ ïðî÷èõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò

òàêæå íàáëþäàåòñÿ ðîñò àìïëèòóä è ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå õàðàêòåðà

ïåðåìåùåíèé, êàê ýòî âèäíî ïî ðèñ. 2.15, ãäå ïðåäñòàâëåíû ïîëÿ ïåðåìåùå-

íèé ux è uz íà ïåðâûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ, èñêëþ÷àÿ f3. Äàííûé àíàëèç

ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè èäåíòè�èêàöèè ïîâðåæäåííûõ àêòóàòîðîâ ïóòåì

èõ ¾ïðîçâàíèâàíèÿ¿ íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ è îáíàðóæåíèÿ ðåçîíàíñíûõ

÷àñòîò, çàâèñÿùèõ îò õàðàêòåðà ïîâðåæäåíèÿ.

Íà ðèñ. 2.16�2.17 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷à-

ñòîò â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ àêòóàòîðà â äèàïàçîíå ÷àñòîò äî 150 ê�ö.

Ïðè óâåëè÷åíèè øèðèíû àêòóàòîðà ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ñãóùàþòñÿ è ñìå-

ùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëåå íèçêèõ ÷àñòîò. À ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû ñåíñîðà

ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó áîëåå âûñîêèõ, ÷òî èëëþñòðè-

ðóåò ðèñ. 2.17. Íà ýòèõ ãðà�èêàõ ìîæíî âèäåòü äâà ñåìåéñòâà ðåçîíàíñíûõ

÷àñòîò, îáîçíà÷åííûõ ñïëîøíûìè è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè. Òðàåêòîðèè

èçìåíåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïåðâîãî ñåìåéñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ ìåæäó
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�èñ. 2.15: Ïåðåìåùåíèÿ äëÿ 1,2,4,5,6-îé ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò fn (ÌÊÝ ÂÏÒ ñ ïîëèíî-

ìàìè �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî). Çàäà÷à Á

ñîáîé. Îäíàêî îíè ïåðåñåêàþòñÿ òðàåêòîðèåé èçìåíåíèÿ ðåçîíàíñíîé ÷à-

ñòîòû èç âòîðîãî ñåìåéñòâà (îáîçíà÷àåòñÿ ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 2.16�

2.17). Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íà âòîðîå ñåìåéñòâî ðåçîíàíñíûõ ÷à-

ñòîò ìàëî âëèÿåò èçìåíåíèå âûñîòû àêòóàòîðà. Òåì íå ìåíåå ïðè èçìåíåíèè

øèðèíû àêòóàòîðà âñå çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò fn ñäâèãàþòñÿ â ñòî-

ðîíó áîëåå íèçêèõ ÷àñòîò. Àíàëîãè÷íûé ý��åêò áûë îïèñàí â ðàáîòå [90℄,
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�èñ. 2.16: �åçîíàíñíûå ÷àñòîòû fn àêòóàòîðà âûñîòîé 0,2 ìì. ÌÊÝ ÂÏÒ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. Çàäà÷à Á
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�èñ. 2.17: �åçîíàíñíûå ÷àñòîòû fn àêòóàòîðà øèðèíîé 10 ìì. ÌÊÝ ÂÏÒ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. Çàäà÷à Á

ãäå ðàññìàòðèâàëîñü âëèÿíèå øèðèíû è ãëóáèíû çàëåãàíèÿ ïîëîñîâîé òðå-

ùèíû â óïðóãîì ñëîå íà ðåçîíàíñíûå ñâîéñòâà âñåãî óïðóãîãî âîëíîâîäà.

65



�ËÀÂÀ 3. ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß

ÏÜÅÇÎÀÊÒÓÀÒÎ�À Ñ ÓÏ�Ó�ÈÌ ÑËÎÈÑÒÛÌ

ÂÎËÍÎÂÎÄÎÌ Ï�È �ÀÇËÈ×ÍÛÕ ÓÑËÎÂÈßÕ

ÊÎÍÒÀÊÒÀ

�3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

H

z

Ω

1Ω

Sc

S2

S3

S4

xV1

V2

электрод область контактапьезоматериалупругий слой

2

отслоившаяся поверхность  Sd

�èñ. 3.1: Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ñëó÷àå ÷àñòè÷íîãî îòñëîåíèÿ àêòóàòîðà îò óïðóãîãî ñëîÿ

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ïîëîñîâîãî ïðÿìî-

óãîëüíîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àêòóàòîðà ñ óïðóãèì ñëîèñòûì âîëíîâîäîì,

ñì. ðèñ. 3.1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòü óïðóãîãî ñëîÿ ñ êîíñòàí-

òàìè Ëÿìå λ1, µ1 è ïëîòíîñòüþ ρ1, çàíèìàþùåãî îáëàñòü Ω1 = {−∞ <

x, y < ∞,−H ≤ z ≤ 0} ïðèêëååí ïüåçîýëåêòðè÷åñêèé àêòóàòîð âûñîòîé h

è øèðèíîé w, çàíèìàþùèé îáëàñòü Ω2 = {0 ≤ x ≤ w, |y| < ∞, 0 ≤ z ≤ h}
ñ ãðàíèöåé ∂S = S1 ∪ S2 ∪ S3 ∪ S4. Çäåñü S1 = {0 ≤ x ≤ w, |y| < ∞, z = 0}
� îáùàÿ ïîâåðõíîñòü äëÿ ïüåçîàêòóàòîðà è óïðóãîãî ñëîÿ. Ïðè ìîäåëèðî-

âàíèè îòñëîåíèÿ ìåæäó àêòóàòîðîì è âîëíîâîäîì îáëàñòü S1 ðàçáèâàåòñÿ

íà äâe ïîäîáëàñòè: S1 = Sc ∪ Sd. Íà ïîâåðõíîñòè Sc ïðåäïîëàãàåòñÿ êîí-

òàêò ìåæäó ñëîåì è àêòóàòîðîì, à â òî âðåìÿ êàê íà Sd çàäàåòñÿ óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, ïðè÷åì ïðè Sd = ∅

àêòóàòîð è ñëîé êîíòàêòèðóþò âäîëü âñåé íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà S1. Äà-

ëåå âñå âîëíîâûå ïîëÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê îáëàñòè Ω1 îáîçíà÷àþòñÿ âåðõíèì

èíäåêñîì 1, à ê îáëàñòè Ω2 ñîîòâåòñòâåííî âåðõíèì èíäåêñîì 2.
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Äëÿ ïîëîñîâîãî ïüåçîàêòóàòîðà íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ (òàêæå êàê è â

ãëàâå 2) âåêòîð ñìåùåíèé â îáåèõ îáëàñòÿõ èìååò äâå íåíóëåâûå êîìïî-

íåíòû u = {ux, 0, uz}. Îïèñàíèå êîëåáàíèé ïîëîñîâîãî àêòóàòîðà ìîæíî

ïîëó÷èòü ïîäñòàíîâêîé u2(x, t) è φ(x, t) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.3), ïå-

ðåïèñàííûå ñ ó÷åòîì ïëîñêîé ïîñòàíîâêè. Ïåðåìåùåíèÿ â óïðóãîì ñëîå

u1(x, t) â òàêîì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëÿìå:

(λ1 + µ1)∇divu1(x, t) + µ1△u1(x, t)− ρ1
∂2u1(x, t)

∂t2
= 0. (3.1)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ââîäÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.8), èíà÷å ãîâîðÿ, äî

ìîìåíòà âðåìåíè t = 0, êîãäà íà àêòóàòîð ïîäàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ

p(t), ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîêîå. Íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ çàäàåòñÿ

ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t = 0:

φ(x, t < 0) = 0, x ∈ S1 ∪ S3,

φ(x, t ≥ 0) = V1 · p(t), x ∈ S1,

φ(x, t ≥ 0) = V2 · p(t), x ∈ S3.

(3.2)

Íà ïðàêòèêå ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ ïîäàåòñÿ òîëüêî íà âåðõíþþ ãðàíèöó

S3 ïüåçîàêòóàòîðà, à íèæíÿÿ ãðàíèöà çàçåìëÿåòñÿ, ò.å. V1 = 0; â êà÷åñòâå

âõîäíîãî èìïóëüñà p(t) èñïîëüçóåòñÿNc öèêëîâ êîñèíóñà, ìîäóëèðîâàííîãî

îêíîì Õàííà ñ íåêîòîðîé öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé f0:

p(t) =
1

2
cos(2πf0t)

(
1− cos

(
2πf0t

Nc

))
, 0 < t <

Nc

f0
. (3.3)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ ñëîÿ, çà èñêëþ÷å-

íèåì îáëàñòè êîíòàêòà Sc ìåæäó ñëîåì è àêòóàòîðîì, ïðåäïîëàãàþò îòñóò-

ñòâèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé:

σ1
iz(x, t) = 0, x = {−∞ < x1 <∞,−H ≤ x2 ≤ 0}/Sc. (3.4)

Âñå ãðàíèöû àêòóàòîðà êðîìå S1 òàêæå ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé:

σ2
iz(x, t) = 0, x ∈ S2 ∪ S3 ∪ S4, (3.5)
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à íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ àêòóàòîðà îòñóòñòâóþò ãîðèçîíòàëüíûå ýëåêòðè÷å-

ñêèå ïåðåìåùåíèÿ:

Dx(x, t) = 0, x ∈ S2 ∪ S4. (3.6)

Â îáëàñòè îòñëîåíèÿ Sd àêòóàòîðà çàäàþòñÿ òîëüêî óñëîâèÿ îòñóò-

ñòâèÿ íàïðÿæåíèé:

σ1
iz(x1, x2 = 0, t) = σ2

iz(x1, x2 = 0, t) = 0, x1 ∈ Sd. (3.7)

Â îáëàñòè êîíòàêòà Sc äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íîé àäãåçèè èëè ñòåïåíè êîí-

òàêòà çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî òèïà [91,92℄. Â íàñòîÿùåì

èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Áîñòð¼ìà-Âèêõåìà [93℄, â êîòîðîé ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé:

σ1
iz(x, t) = σ2

iz(x, t), x ∈ Sc, (3.8)

è èõ ñâÿçü ñî ñêà÷êîì ïåðåìåùåíèé â âèäå [94℄:

σ1
iz(x, t) = κ

(
u1i (x, t)− u2i (x, t)

)
, x ∈ Sc. (3.9)

Äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêî-

ñòè κ = diag{κ, κ}, â ïëîñêîì ñëó÷àå ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç çíà÷åíèé κ. Ïðè

çíà÷åíèè æåñòêîñòè κ → ∞ óñëîâèå (3.9) îïèñûâàåò èäåàëüíîé êîíòàêò

(èäåàëüíûé àäãåçèîííûå ñâîéñòâà êëååâîãî ñîåäèíåíèÿ ìåæäó àêòóàòîðîì

è ïîäëîæêîé) è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé ìåæäó ñëîåì è àê-

òóàòîðîì:

u1(x, t) = u2(x, t), x ∈ Sc. (3.10)

�åøåíèå ïîñòàâëåííîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è âî âðåìåííîé îáëàñòè

ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

u(x, t) =
1

π
Re

[ ∞∫

0

u(x, ω)P (ω)e−iωtdω

]
, (3.11)
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çäåñü P (ω) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò âõîäíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà

p(t), êîòîðûé ìîæåò çàäàâàòüñÿ ê ïðèìåðó óðàâíåíèåì (3.3). Ñîîòâåòñòâåí-

íî, ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ðåøåíèå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, ò.å. ðàññìàòðèâàþòñÿ

ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà íà îñíîâå ãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ u(x, ω).

�3.2. Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû �ðèíà óïðóãîãî ñëîÿ. Èí-

òåãðàëüíûé ïîäõîä.

Èçâåñòíî [95℄, ÷òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Lu = f ,

x ∈ R
n
, ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå ñâ¼ðòêè f è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Lu0 = δ:

u(x) =

∫

Rn

u0(x− ζ)f(ζ)dζ,

çäåñü L � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð â R
n
, δ(x) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðà-

êà. Ôóíêöèÿ u0(x) íàçûâàåòñÿ �óíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì èëè �óíêöèåé

�ðèíà óðàâíåíèÿ Lu = f . Àíàëîãè÷íî â òåîðèè óïðóãîñòè ââîäèòñÿ ïîíÿ-

òèå ìàòðèöû �ðèíà g(x), ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ëÿìå ñ ïðàâîé ÷àñòüþ δ(x)ej, ãäå ej � åäèíè÷íûå îðòû [96℄.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû ìàòðèöû �ðèíà g ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, âûçâàííûõ ñîñðåäîòî÷åííûìè îáúåìíûìè

ñèëàìè. Ïåðåìåùåíèÿ u(x), âûçûâàåìûå â óïðóãîé ñðåäå ïðîèçâîëüíûì

ðàñïðåäåëåíèåì ìàññîâûõ ñèë f(x), ïðåäñòàâèìû â âèäå ñâåðòêè:

u(x) =

∫

Rn

g(x− ζ)f(ζ)dζ.

Ïîñòðîåíèå ìàòðèöû �ðèíà g(x) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì â ïîëó÷åíèè

èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ u(x) çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè

óïðóãîñòè.

Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷å (3.1)�(3.10) ìîæåò áûòü ñ�îð-

ìóëèðîâàíà ïîäçàäà÷à î äåéñòâèè ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q(x, t), ïðèëî-
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�èñ. 3.2: Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ íàãðóçêè íà ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ñëîÿ

æåííîé â îáëàñòè Sc íà ïîâåðõíîñòè ñâîáîäíîãî óïðóãîãî ñëîÿ âûñîòîé H,

ñì. ðèñ. 3.2. �åøåíèå òàêîé äâóìåðíîé çàäà÷è ïðåäñòàâèìî â âèäå ñâ¼ðòêè

ìàòðèöû �ðèíà k ñ âåêòîð-�óíêöèåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q:

u(x, z) =

∫∫

Ω1

k(x− ζ, z)q(x)dζ, (3.12)

ãäå ìàòðèöà k íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé �ðèíà óïðóãîãî ñëîÿ ñ çàäàííîé íà ïî-

âåðõíîñòè ñëîÿ z = 0 íàãðóçêîé [12, 97℄. Ñòîëáöàìè ìàòðèöû k(x, z) ÿâëÿ-

þòñÿ ïåðåìåùåíèÿ ul, âûçâàííûå ñîñðåäîòî÷åííûìè ïîâåðõíîñòíûìè íà-

ãðóçêàìè τl = δ(x, z)el, è óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì ïîñòàâëåííûì ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì.

Â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ òåë

íåðåäêî èñïîëüçóþò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [12℄. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû

ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â êîìïëåêñíîé �îðìå îáîçíà÷àþò ÷å-

ðåç F è F−1
ñîîòâåòñòâåííî:

F [f ] =

+∞∫

−∞

f(x)eiαxdx = F (α),

F−1[F ] =
1

2π

+∞∫

−∞

F (α)e−iαxdα = f(x).

Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îïèñàíû â [12,98, 99℄.

Èñïîëüçóÿ â (3.12) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöû �ðèíà è íàãðóçêè â âè-

äå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî x ñ ïàðàìåòðîì α, ìîæíî ïîëó÷èòü
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ñ ó÷åòîì ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâåðòêè:

U(α, z) = K(α, z)Q(α), (3.13)

ãäå U ,K,Q � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå u,k, q ñîîòâåòñòâåííî. Èç ñîîòíîøå-

íèé (3.12) è (3.13) ñëåäóåò

u1(x, z) =
1

2π

∫

Γ

U(α, z)e−iαxdα. (3.14)

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Γ ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåííîé îñè, îòêëîíÿÿñü îò

íå¼ òîëüêî ïðè îáõîäå îñîáåííîñòåé Ôóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíàK â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ [12℄. Ôóðüå-ñèìâîë ìàò-

ðèöû �ðèíà K èìååò ñ÷åòíûé íàáîð ïîëþñîâ ζk, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

âîëíîâûì ÷èñëàì äëÿ âîëí Ëýìáà, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ñâîáîäíîì ñëîå.

Â èòîãå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ u1(x, ω) óïðóãîãî ñëîÿ, âîçáóæäàå-

ìûå ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé q, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

u1(x, ω) =
1

2π

∫

Γ

K(α, z, ω)Q(α)e−iαxdα. (3.15)

Çäåñü K(α, z, ω), Q(α, ω) � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ìàòðèöû �ðèíà ñëîÿ

è �óíêöèè íàïðÿæåíèé q(x), çàäàííîé íà ãðàíèöå Sc, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå â �3.4.

Ôóðüå-ñèìâîë ìàòðèöû �ðèíà ñâîáîäíîãî ñëîÿ ñ êîíñòàíòàìè Ëÿìå µ

è λ è ïëîòíîñòüþ ρ ïðè ïëîñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è èìååò âèä [90℄:

K11(α, z) = −σ2
[
α2γ2(σ12s2 + γ2s1)− α2γ4cs21 + α4σ12sc21−

−γ2α2σ12cs12 + γ6sc12

]
/∆H ,

K12(α, z) = −iα
[
− σ12γ

2(α2c1 + γ2c2)− α2σ2
12ss12 + γ4σ12cc12+

+γ2α2σ12cc21 − γ6ss21

]
/∆H ,

K21(α, z) = −iα
[
σ12γ

2(α2c2 + γ2c1) + α2σ2
12ss21 − γ4σ12cc21−
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−γ2α2σ12cc12 + γ6ss12

]
/∆H ,

K22(α, z) = σ1

[
− 2α2σ12γ

4 − (γ8 + α4σ12)ss12 + 2α2σ12γ
4cc12

]
/∆H , (3.16)

ãäå �îðìóëû äëÿ

∆H = 2µ
[
− 2α2σ12γ

4 − (γ8 + α4σ12)ss12 + 2α2σ12γ
4cc12

]
,

sn = sh(σn, z), cn = ch(σn, z), n = 1, 2,

csmn = ch(σmH) sh(σn(H + z)), m, n = 1, 2,

γ2 = α2 − κ22/2, σn =
√
α2 − κ2n, κn = ω/vn, n = 1, 2

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòè P− è S−âîëí â ñëîå v1 =
√

(λ+ 2µ)/ρ, v2 =
√
µ/ρ. Êðîìå òîãî, ccmn, ssmn, scmn îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî csmn: c ñî-

ïîñòàâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîìó êîñèíóñó ch, à s � ñèíóñó sh ñ òàêèìè æå

àðãóìåíòàìè. Â îáùåì ñëó÷àå âèä Ôóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíà çàâèñèò

îò ñâîéñòâ ñðåäû, äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåí-

íûå àëãîðèòìû [29,100℄.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåùåíèÿ â ñëîå áóäóò îòûñêèâàòüñÿ íà îñíîâå

ïðåäñòàâëåíèÿ 3.15, à ïåðåìåùåíèÿ â ïüåçîàêòóàòîðå íà îñíîâå ÌÊÝ ÂÏÒ,

îïèñàííîãî â ãëàâå 2. Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîð-�óíêöèÿ íàãðóçêè q(x1) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà-

÷è. Äàëåå, â �3.4. îïèñûâàåòñÿ ïîñòðîåíèå òàêîãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ÌÊÝ

ÂÏÒ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøå-

âà ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî åñòü è óïðîùåííûå ìîäåëè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò

îïèñàòü âîëíîâûå ïîëÿ, ãåíåðèðóåìûå ïüåçîàêòóòîðîì â âîëíîâîäå, áåç ðå-

øåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è.

�3.3. Óïðîùåííûå ìîäåëè

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àêòóàòî-

ðà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû shear-lag è pin-for
e ìîäåëè, êîòîðûå îáåñïå-
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�èñ. 3.3: Ñõåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ìîäåëåé shear-lag è pin-for
e

÷èâàþò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ðåøåíèå íà íåâûñîêèõ ÷àñòîòàõ è â ñëó÷àå òîí-

êîãî àêòóàòîðà [21℄. Äëÿ çàäà÷è, ãåîìåòðèÿ êîòîðîé ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.3,

ñ îáëàñòüþ Sd = ∅, ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ êëååâîé ïðîñëîéêè òîëùèíîé

hb ñ ìîäóëåì ñäâèãà µb, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëü shear-lag. Ïåðåäà÷à

äå�îðìàöèé îò àêòóàòîðà ê ñëîþ è îáðàòíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç ñîåäèíè-

òåëüíûé ñëîé òîëùèíîé hb, äåéñòâóþùèé êàê ñäâèãîâûé ñëîé, â êîòîðîì

ìåõàíè÷åñêîå âîçäåéñòâèå ïåðåäàåòñÿ êàê ñäâèãîâîå âîçäåéñòâèå. Ïðè ýòîì

â âåêòîðå íàãðóçêè îòñóòñòâóþò íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, à ñäâèãîâàÿ êîì-

ïîíåíòà âûðàæàåòñÿ ñîãëàñíî �îðìóëå [21, ñ. 419℄:

τxz(x) = τA

(
ΓA

sinh ΓAx

cosh(ΓAw/2)

)
, 0 ≤ x ≤ w, (3.17)

τA =
ψA

αA + ψA
· E2h

1− ν22
εISA. (3.18)

Çäåñü

Γ2
A =

µb
hb

· αA + ψA
ψA

· 1− ν22
E2h

,

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ψ =
E1H

1− ν21

/
E2h

1− ν22
,
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ïðè ýòîì îáà ïàðàìåòðà çàâèñÿò îò ìîäóëÿ Þíãà Ei è êîý��èöèåíò Ïóàñ-

ñîíà νi ñëîÿ (i = 1) è àêòóàòîðà (i = 2), äëÿ ðàñ÷åòà êîòîðûõ â ïüåçîàêòó-

àòîðå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè [101℄:

E2 =
1

s11
, ν2 = −s12

s11
,

à òàêæå îò âåëè÷èíû εISA, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ äå�îðìàöèÿìè, âîçíèêàþ-

ùèìè â àêòóàòîðå ïðè ïîäà÷å íà íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà V = V2 Â,

êîòîðûå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýëåìåíò òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïî-

ñòîÿííûõ d31 è òîëùèíó àêòóàòîðà [21, ñ. 398℄:

εISA = −d31
V

h
, (3.19)

Â ñëó÷àå, åñëè ñëîé êëåÿ î÷åíü òîíêèé, ÷òî, êàê ïðàâèëî, è áûâàåò ïðè

êîíòàêòå, áëèçêîì ê èäåàëüíîìó, òî ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ìîäåëü shear-

lag ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ìîäåëü pin-for
e. Òàê, èçâåñòíî [21℄, ÷òî ïðè

hb → 0, ñäâèãîâûå íàãðóçêè σxz êîíöåíòðèðóþòñÿ íà êðàÿõ àêòóàòîðà. Â

ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü îá èäåàëüíîì êîíòàêòå è èñïîëüçîâàòü ìîäåëü

òî÷å÷íûõ ñèë, â êîòîðîé íàãðóçêà êîíöåíòðèðóåòñÿ â áåñêîíå÷íî ìàëûõ

îáëàñòÿõ íà êîíöàõ àêòóàòîðà [21℄:

τxz(x) = τA[δ(x− a)− δ(x+ a)]. (3.20)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êîý��èöèåíò αA çàâèñèò îò �óíêöèé íàïðÿæå-

íèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé â ñëîå. Â çàäà÷àõ ñòàòèêè αA = 4, à

â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ ñ âûñîêèìè ÷àñòîòàìè �óíêöèè ïåðåìåùåíèé â

ñëîå ïðèíèìàþò áîëåå ñëîæíûé âèä, ïîýòîìó çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà αA

íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòûâàòü [21℄. Êðîìå òîãî, îí ìîæåò çàâèñåòü îò ÷àñòîòû

è ñâîéñòâ âîëíîâîäà.
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�3.4. �èáðèäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íà îñíîâå èí-

òåãðàëüíîãî ïîäõîäà è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3.7) è (3.8) íàïðÿæåíèÿ â

ñëîå è â àêòóàòîðå íà ãðàíèöå S1 äîëæíû áûòü ðàâíû. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ

ýòîãî óñëîâèÿ ââîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ íàãðóçêè q(x):

σ1
iz(x, z) = σ2

iz(x, z) = qi(x), (x, z) ∈ S1, (3.21)

ïðè÷åì q(x) = 0, x ∈ Sd.

C ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ íàïðÿæåíèé q(x) â

óçëîâûõ òî÷êàõ ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé âî

âñåì àêòóàòîðå. Èìåÿ ââèäó �ñøèâêó� ðåøåíèé íà ãðàíèöå àêòóàòîðà è ñëîÿ

S1, ãäå íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ çàäàþòñÿ �óíêöèåé q(x),

öåëåñîîáðàçíî ââåñòè îáùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ Np =M1N +1 óçëîâûõ òî÷åê

íà ýòîé ãðàíèöå:

χj =
xl1+1
1 − xl11

2
λi1 +

xl1+1
1 + xl11

2
, j = I(l1, i1), (3.22)

I(l1, i1) = N(l1 − 1) + i1,

çäåñü I(l1, i1) � èíäåêñ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíîé óçëîâîé òî÷êè íà ãðà-

íèöå S1, l1 = 1,M1, i1 = 1, N + 1, à λi1 îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëå (2.18) â

ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî èëè ïî �îð-

ìóëå (2.25) ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé íà îñíîâå ïî-

ëèíîìîâ ×åáûøåâà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îòñëîåíèÿ ìåæäó àêòóàòîðîì è

âîëíîâîäîì ìíîæåñòâî òî÷åê Np ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: Np =

Nc ∪Nd, à òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâàì Nc è Nd, îáîçíà÷àþòñÿ χ
c
j è

χdj ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ðå÷ü èäåò î ãðàíèöå S1, òî÷êè,

ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó Np, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê χj .
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u

0

0

0

0

0

0

=

u

Vϕ

z

x

q1

q2

0

0

0

0

�èñ. 3.4: Ñõåìà �îðìèðîâàíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ñâÿçàííîé ìîäåëè

Íà ðèñ. 3.4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ñîñòàâëåíèÿ ÑËÀÓ äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿ-

çàííîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ ÂÏÒ è èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà, îá-

ùàÿ äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà è �àóññà-Ëåæàíäðà-Ëî-

áàòòî. Ïîñêîëüêó äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1)�(3.9) èñïîëüçóåòñÿ

íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ íàãðóçêè (3.21), òî â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìîé, îïè-

ñàííîé â ãëàâå 2 äëÿ ÌÊÝ ÂÏÒ, ïðè ñîñòàâëåíèè ÑËÀÓ äîëæíû ïîäñòàâ-

ëÿòüñÿ çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé â óçëîâûõ òî÷êàõ, òî åñòü çíà÷åíèÿ �óíê-

öèè q(x) â óçëîâûõ òî÷êàõ (3.22). Â äàííîì ñëó÷àå îíè çàïèñûâàþòñÿ â

âåêòîð íåèçâåñòíûõ, à ÑËÀÓ, ïîëó÷àåìàÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÊÝ ÂÏÒ

äëÿ àêòóàòîðà ñ çàäàííîé íàãðóçêîé (2.51), ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííàÿ

íà ðèñ. 2.4, ðàñøèðÿåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ 2Np óðàâíåíèé. Âåðõíèé ïðà-

âûé áëîê ìàòðèöû ÑËÀÓ �îðìèðóåòñÿ èç êîý��èöèåíòîâ, âîçíèêàþùèõ

ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëà ïî êîíòóðó óðàâíåíèÿ (2.6) ñ ó÷åòîì òîãî,

÷òî �óíêöèÿ íàãðóçêè (3.21) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé è ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî

ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñíûì �óíêöèÿì. Íèæíèé ëåâûé áëîê ìàòðèöû çà-

ïîëíÿåòñÿ íóëÿìè, çà èñêëþ÷åíèåì ñòðîê, ñîïîñòàâèìûõ óçëîâûì òî÷êàì
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íà ãðàíèöå S1, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå. Íèæíèé

ïðàâûé áëîê �îðìèðóåòñÿ èç óñëîâèé (3.9) íà ãðàíèöå ñëîÿ è àêòóàòîðà.

ÑËÀÓ, ïîëó÷àåìûå ïðè ðåøåíèè ñâÿçàííîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü ïî

àíàëîãèè ñ (2.51):

Â1y = 0,

Â2y = V ,

A3y = 0,

(3.23)

ãäå îáîáùåííûé âåêòîð yT = {uTx ,uTz ,φT , qT1 , q
T
2 } â ñðàâíåíèè ñ (2.51) ïî-

ìèìî çíà÷åíèé êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé ux,uz è ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîòåíöèàëà φ äîïîëíÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè �óíêöèé íàãðóçêè q â óçëîâûõ òî÷-

êà. Ñîîòâåòñòâåííî, áëîêè Â1 è Â2 ìàòðèöû ÑËÀÓ ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíè-

åì ê A1, A2 áëîêîâ, �îðìèðóåìûõ èç ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà ïî êîíòóðó, â

êîòîðûé âõîäèò âåêòîð íàãðóçêè. Â ìàòðèöó A3 çàïèñûâàþòñÿ êîý��èöè-

åíòû ðàçëîæåíèÿ, âîçíèêàþùèå èç óñëîâèÿ, îïèñûâàþùåãî êîíòàêò ìåæäó

àêòóàòîðîì è ñëîåì (3.9). Â ïðàâîé ÷àñòè âñå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ íóëåâû-

ìè çà èñêëþ÷åíèåì âåêòîðà V , ïîëó÷àþùåãîñÿ êàê è â ÑËÀÓ (2.51) äëÿ

àêòóàòîðà áåç ïîäëîæêè, ïðè ó÷åòå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ýëåêòðè÷åñêèé

ïîòåíöèàë.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ îòêëååííîãî àêòóàòîðà

èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ æå ñõåìà ðåøåíèÿ, êàê è ïðè èäåàëüíîé àäãåçèè àêòó-

àòîðà ñî ñëîåì. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.7) â ñëó÷àå îòñëîå-

íèÿ, ñòðîêè ìàòðèöû A3, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìè (3.23), ñîïîñòàâèìûå

òî÷êàì χdj íà ãðàíèöå Sd, çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè, çà èñêëþ÷åíèåì äèàãîíàëü-

íîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî åäèíèöå.

Äëÿ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî íàèáîëåå ïðîñòîé ïîäõîä

çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèè q(x) ñïëàéíàìè

s+(x) =





1− x, 0 ≤ x ≤ 1

0, èíà÷å

, s−(x) =





1 + x, −1 ≤ x ≤ 0

0, èíà÷å

(3.24)
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ïî çíà÷åíèÿì â Np óçëîâûõ òî÷êàõ χj íà ãðàíèöå S1, îïðåäåëÿåìûõ ïî

�îðìóëå (3.22):

q(x) =

Np−1∑

j=2

qj

[
s+
(

x− χj
χj+1 − χj

)
+ s−

(
x− χj

χj − χj−1

)]
+

+q1s
+

(
x− χ1

χ2 − χ1

)
+ qNp

s−
(

x− χNp

χNp
− χNp−1

)
.

(3.25)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �óíêöèè q(x) ïðèìåò âèä:

Q(α) =

Np∑

k=1

qjSj(α), (3.26)

ãäå Sj(α) âû÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå îò �óíêöèé s+(x) è s−(x) ñ ó÷åòîì ñäâèãà è ìàñøòàáèðîâàíèÿ.

Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â ñëîå ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè (3.26) â (3.15) ïðèíèìàþò âèä

u1(x, ω) =
1

2π

Np∑

j=1

∫

Γ

K(α, z, ω)qjSj(α)e
−iαxdα.

Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.9) åùå íåîáõîäèìî,

÷òîáû â óçëîâûõ òî÷êàõ χcj âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî:

κu2
i11l11 =

1

2π

Np∑

j=1

κ

∫

Γ

K(α, z, ω)Sj(α)e
−iαχc

I(l1i1)dα qj − qI(l1i1). (3.27)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè óñëîâèÿìè è �îðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà â ÌÊÝ ÂÏÒ �óíêöèÿ q(x)

èíòåðïîëèðóåòñÿ ïîëèíîìàìè ϕi(x) (2.24):

q(x) =

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

ql1i1ϕl1i1(x). (3.28)

Ïðè ïîñòðîåíèè ÑËÀÓ äëÿ ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è çíà÷åíèÿ ýòîé

�óíêöèè â óçëîâûõ òî÷êàõ χj (3.22) ñòàíîâÿòñÿ íåèçâåñòíûìè, íî ïðè ýòîì

â ìàòðèöó ÑËÀÓ çàïèñûâàþòñÿ êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ñòîÿùèå ïðè
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q(x), êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç èíòåãðàëà ïî êîíòóðó óðàâíåíèÿ (2.6).Äàëåå

ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî èíòåãðàëà:

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)

[
2∑

k=1

2∑

l=1

Cijkl
∂uk(x)

∂xl
+

2∑

k=1

ekij
∂φ(x)

∂xk

]
νjdS =

=

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂Ω

vsi (x)σij(x)νjdS.

(3.29)

Ââèäó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.5) íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ

ðàâíû íóëþ íà âñåõ ãðàíèöàõ, êðîìå ãðàíèöû S1, ãäå íîðìàëü ðàâíà ν =

{0,−1}. Ïîýòîìó èíòåãðàë (3.29) ïðèíèìàåò âèä:

−
2∑

i=1

∮

S1

vsi (x)qi(x1)dx1

∣∣∣
x2=0

.
(3.30)

Íåèçâåñòíûå �óíêöèè qi(x1) íàõîäÿòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ (3.28). Ïîñëå

ïîäñòàíîâêè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â (3.30):

−
2∑

i=1

∫

S1

vsi (x)

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

ql1i1i ϕl1i1(x1)dS1 =

= −
2∑

i=1

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

ql1i1i δis

x
l1+1
1∫

x
l1
1

ϕt1p1(x1)ϕ
t2p2(x2)ϕ

l1i1(x1)dx1

∣∣∣∣
x2=0

=

=

[
−

2∑

i=1

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

1

St11
δisδp21δt21δt1l1R

I
p1i1

]
· ql1i1i . (3.31)

Êîý��èöèåíòû, ïîëó÷àåìûå ïðè ïðåîáðàçîâàíèè èíòåãðàëà ïî êîíòó-

ðó (3.29) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî �óíêöèÿ íàãðóçêè (3.21) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé

è ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþùèì áàçèñíûì �óíêöèÿì ïîñëå ïîäñòà-

íîâêè â íåãî (3.28), çàïèñûâàþòñÿ â âåðõíèé ïðàâûé áëîê â ñòðîêè, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå óçëîâûì òî÷êàì íà ãðàíèöå êîíòàêòà (3.22) (p2 = 1, t2 = 1, s =

1, 2). Íèæíèé ïðàâûé áëîê ìàòðèöû ÑËÀÓ �îðìèðóåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà, ïðè êîòîðîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëåé ïåðåìåùåíèé
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â ñëîå íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò �óíêöèè (3.28):

Q(α) =

w∫

0

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

ql1i1ϕl1i1(x)eiαxdx =

=

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

ql1i1eiα1c
l1 1

Sl11

N∑

m=0

βmi1Ψ
l1
m(α1),

(3.32)

çäåñü Sl11 = 2/(xl1+1
1 −xl11 ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (2.27), à ñåðåäèíà ýëåìåíòà

(l1, 1) âäîëü îñè Ox îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

cl1 =
xl1+1
1 + xl11

2
,

Ψl1
m(α) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà, ìàñøòàáèðîâàííûõ

íà ýëåìåíò ñ íîìåðîì (l1, 1):

Ψl1
m(α) =

1∫

−1

Tm(ξ
l1
1 )e

iα1ξ
l1
1 /S

l1
1 dξl11 . (3.33)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.32) â (3.15), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëÿ

ïåðåìåùåíèé â ñëîå:

u1(x, ω) =

M1∑

l1=1

N+1∑

i1=1

[
1

2πSl11

N∑

m=0

βmi1

∫

Γ

K(α, z, ω)Ψl1
m(α)e

iα(cl1−x)dα

]
· ql1i1.

(3.34)

Ïðåäñòàâëåíèå (3.34) äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì â îáëàñòè êîíòàêòà àêòóàòîðà è óïðóãîãî ñëîÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ,

ðàññ÷èòàííûõ äëÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà. À ðàâåíñòâî

κu2
i11l11

= κu1(χcI(l1i1), 0, ω)− qI(l1i1). (3.35)

ñëóæèò äëÿ �îðìèðîâàíèÿ áëîêîâ ÑËÀÓ: ïðàâûé íèæíèé áëîê çàïîëíÿ-

åòñÿ íà îñíîâå �îðìóëû (3.35).

�3.5. Îöåíêà ý��åêòèâíîñòè ìåòîäîâ

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ñåíñîðà ñ

óïðóãèì ñëîåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ êîíå÷íîýëåìåíò-
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íûå ïàêåòû èíæåíåðíûõ ïðîãðàìì, òàêèå êàê COMSOL Multiphysi
s èëè

ANSYS. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïàêåòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ãàðìîíè÷åñêîå è íåñòà-

öèîíàðíîå ðåøåíèå. Ìîäåëü òî÷å÷íûõ ñèë òàêæå äàåò ïðèåìëåìûå ðåçóëü-

òàòû, îñîáåííî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ, è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå. Â

íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ïðèâîäÿòñÿ ãðà�èêè ñðàâíåíèÿ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åí-

íûõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ñâÿçàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñ ðå-

çóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè íà îñíîâå ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë è ñ ïîìîùüþ

COMSOL. Çäåñü òàêæå ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííûé àíàëèç ñõîäèìîñòè ïåðåìå-

ùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðè ðàçëè÷íîé àäãåçèè, ðàññ÷èòàííûõ íà îñíîâå ãè-

áðèäíîãî ïîäõîäà. Â ãðà�èêàõ íèæå ïðèâîäÿòñÿðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ

àêòóàòîðà ðàçìåðàìè 6×0, 2 ìì èëè 10×0, 2 ìì, çà èñêëþ÷åíèåì ðèñóíêîâ

3.18 � 3.22, ãäå ïðèâîäÿòñÿ ãðà�èêè çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé îò ðàçìåðîâ

ñåíñîðà. Êîíñòàíòû ïüåçîìàòåðèàëà àíàëîãè÷íû îïèñàííûì â �2.5., ìàòå-

ðèàë äëÿ ñëîÿ � àëþìèíèé (E1 = 69, 9 �Ïà, ν1 = 0, 33, ρ1 = 2730êã/ì3
).

  

x,[мм]
15 30w/2

0,2

1

1,8
10 [м]

-7
| u  |, f = 30 кГцz

x,[мм]
15 30w/2

1,5

3
10 [м]

-8

0

| u  |, f = 500 кГцz

Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева

N  = 13N  = 7 N  = 9 N  = 13N  = 7 N  = 9

S  = ∅d

�èñ. 3.5: Àìïëèòóäû âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé |uz(x, 0)| äëÿ ÷àñòîò f = 30 ê�ö è

f = 500 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

Âàæíûì ýòàïîì ÷èñëåííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ñõîäèìîñòè ðå-

øåíèÿ, à òàêæå ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íà ðèñ. 3.5 ïðåä-

ñòàâëåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé |uz| íà âåðõíåé ãðàíèöå ñëîÿ, ðàññ÷èòàí-

íûå ñ ïîìîùüþ ñâÿçàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðïîëÿöèîííûõ
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ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà ðàçíîé ñòåïåíè N ïðè

M1 = 10 íà ÷àñòîòàõ 30 ê�ö è 500 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå (κ = ∞).

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî îáà âèäà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ îáåñïå÷èâàþò

äîñòàòî÷íî õîðîøóþ ñõîäèìîñòü, ïðè÷åì ñ ðîñòîì ñòåïåíè N àìïëèòó-

äû ïåðåìåùåíèé, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�

Ëîáàòòî è ×åáûøåâà, ñõîäÿòñÿ ê îäíîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, íî, êàê

ïðàâèëî, ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Ïîñêîëüêó êîíêðåòíûé âèä èíòåðïîëÿöèîííûõ

ïîëèíîìîâ îêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, äà-

ëåå â ýòîì ïàðàãðà�å äëÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà â

ñëó÷àå, êîãäà Sd = ∅ ïðèâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû, âûïîëíåííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî.

Íà ðèñ. 3.6�3.7 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé Reux è Reuz íà

ãðàíèöå S1 â àêòóàòîðå íà ÷àñòîòàõ 30ê�ö è 500ê�ö ïðè ðàçíûõ N . Ýòè

ãðà�èêè äåìîíñòðèðóþò, ÷òî äîñòàòî÷íî òî÷íîå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü,

èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû ñòåïåíè N = 11 èM1 = 10 ýëåìåí-

òîâ. Çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω íà ýëåìåíòû òîëüêî

ïî îñè x, ïî îñè z áåðåòñÿ M2 = 1. Ïîñêîëüêó âûñîòà àêòóàòîðà ìåíüøå

øèðèíû êàê ìèíèìóì íà ïîðÿäîê, òàêîå ðàçáèåíèå èñêîìîé îáëàñòè íà ýëå-

ìåíòû ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìûì. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ðèñ. 3.20�3.22, ãäå

ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü íàïðÿæåíèé îò âûñîòû: åñëè h ≥ H, òî èñïîëü-

çóåòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè Ω ïî îñè z íà M2 = 3 ýëåìåíòà.

Íà ðèñ. 3.8 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé Reux è Reuz, ðàññ÷è-

òàííûõ ñ ïîìîùüþ ñâÿçàííîé ìîäåëè, ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë è â ñèñòåìå

COMSOL íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0 íà ÷àñòîòå 30 ê�ö. Äëÿ ðàñ-

÷åòîâ íà îñíîâå ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë êîý��èöèåíò αA â óðàâíåíèè (3.18)

áûë âûáðàí αA = 1. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîä àêòóàòîðîì çíà÷åíèÿ ïå-

ðåìåùåíèé uz íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ, â äàëüíåé çîíå âñå òðè ìîäåëè ïîêà-

çûâàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ñîâïàäåíèå. Äëÿ ïåðåìåùåíèé ux íàáëþäàåòñÿ
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Re ux Re uz
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-0,4

0

0,4

0,8
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-7

N=7, M=1
N=7, M=5
N=7, M=10

N=11, M=1
N=11, M=5
N=11, M=10

N=13, M=10
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-1

0

0,5

-0,5

-1,5

10
-7

x,[мм]
3 60

x,[мм]
3 60

[м] [м] S  = ∅d

�èñ. 3.6: Ïåðåìåùåíèÿ Re ux(x, 0) è Reuz(x, 0) íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîí-

òàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

-0,4

0,1

0,2

 

-1,5

0

1,5
N=7, M=1
N=7, M=5
N=7, M=10

N=11, M=1
N=11, M=5
N=11, M=10

N=13, M=10

Re ux Re uz

x,[мм]
3 60

x,[мм]
3 60

10
[м]-8

10
[м]-8 S  = ∅d

�èñ. 3.7: Ïåðåìåùåíèÿ Reux(x, 0) è Reuz(x, 0) íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîí-

òàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

связанная модель
модель pin-force
COMSOL

6

-6

-40 50
  x, [мм]

2

-2

-40 50
  x, [мм]

10 [м]-7

10
[м]-8 Re ux Re uz

S  = ∅d

�èñ. 3.8: Ïåðåìåùåíèÿ Reux(x, 0) è Reuz(x, 0) íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå

íà Sc = S1 (κ = ∞), ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ÌÊÝ ÂÏÒ, ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë è â

ñèñòåìå COMSOL; w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà. Íåáîëüøîå ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ

COMSOL îáóñëàâëèâàåòñÿ òåì, ÷òî â COMSOL âìåñòî íåîãðàíè÷åííîãî ïî
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îñè Ox óïðóãîãî ñëîÿ çàäàåòñÿ âîëíîâîä ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû êîíå÷íîé

äëèíû.

x,[мм]

1|u  (x,0)|

0 30-20 10

4,5

3

1

10 [м]
-8

z
2|u  (x,0)|z

x,[мм]
5 100

3

0

10 [м]
-8

Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева

N  = 13N  = 7 N  = 9 N  = 13N  = 7 N  = 9

S  = [0,w/2]d

�èñ. 3.9: Ïåðåìåùåíèÿ |uz(x, 0)| íà íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà (ñëåâà) è âåðõíåé ïîâåðõ-

íîñòè ñëîÿ (ñïðàâà) íà ÷àñòîòå 80 ê�ö ïðè îòñëîåíèè 50% àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
]) è

èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc (κ = ∞); w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì

Íà ðèñ. 3.9 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ïåðåìåùåíèé |uz| â ñëîå è àêòóàòî-
ðå íà ãðàíèöå S1 â ñëó÷àå îòñëîåíèÿ àêòóàòîðà íà 50% ñëåâà (Sd = [0, w2 ]),

ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà-Ëîáàòòî è

×åáûøåâà ïðè M1 = 10. Ïî ýòèì ðèñóíêàì âèäíî, ÷òî ñõîäèìîñòü ïåðåìå-

ùåíèé, ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûìè ãðà�èêàìè ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå,

íåñêîëüêî õóæå, íî, òåì íå ìåíåå, ïðè èñïîëüçîâàíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ

ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî ñòåïåíè N = 13 è M1 = 10 ýëåìåí-

òîâ ñõîäèìîñòü ïåðåìåùåíèé â àêòóàòîðå è â ñëîå ïðè x < w
2 äîñòèãàåòñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðà�è÷åñêîãî ïîäòâåðæäåíèÿ ñõîäèìîñòè ïåðåìåùåíèé â

ñëîå ïðè x > w
2 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå á�îëüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ è

àïïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé á�îëüøåé ñòåïåíè.

Ïîñêîëüêó âîëíîâûå ïîëÿ â ñëîå ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå �óíêöèè íàãðóçêè

q(x), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è è ðàâíà íàïðÿæåíè-

ÿì íà ãðàíèöå S1, òî äëÿ êîíòðîëÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè íåîáõîäèìî ïðî-

âåñòè ÷èñëåííûé àíàëèç �óíêöèé íàïðÿæåíèé íà íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà
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S1 è âåðõíåé ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0.

Íà ðèñ. 3.10�3.11 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè, èëëþñòðèðóþùèå ñõîäèìîñòü

ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé íàïðÿæåíèé: íà ãðà�èêàõ èçîáðàæåíû |σxz| è |σzz| â
ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå íà ãðàíèöå S1 â àêòóàòîðå íà ÷àñòîòàõ 30 ê�ö

è 500 ê�ö, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�

Ëîáàòòî. Ïî ðèñóíêàì âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íàÿ ñõîäèìîñòü äîñòèãàåòñÿ óæå

ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ñòåïåíè N = 7 è ðàçáèåíèè îáëàñòè íà 10

ýëåìåíòîâ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïðîñëåäèòü, ÷òî íà áîëåå íèçêèõ ÷àñòîòàõ

àìïëèòóäû íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé σzz ïî÷òè íà ïîðÿäîê íèæå êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé σxz, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ â óïðîùåííûõ ìîäåëÿõ, ïðèâåäåí-

íûõ â �3.4. Òåì íå ìåíåå, äëÿ áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò íàïðÿæåíèÿ σxz è

σzz îäíîãî ïîðÿäêà, è â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíûõ ðå-

çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü ñâÿçàííûå ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå âëèÿíèå êàê êàñàòåëüíûõ, òàê è íîðìàëüíûõ íàïðÿ-

æåíèé.
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| σ    |zz| σ    |xz

x,[мм]
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x,[мм]
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N=7, M=1

N=7, M=5

N=7, M=10

N=11, M=1

N=11, M=5

N=11, M=10

[Па] [Па] S  = ∅d

�èñ. 3.10: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå

íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

Íà ðèñ. 3.12�3.13 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà ïðè íåèäå-

àëüíîì êîíòàêòå íà ÷àñòîòàõ 30 ê�ö è 500 ê�ö. Àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé

íåñêîëüêî óâåëè÷èâàþòñÿ ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ κ (óõóäøåíèè êîíòàê-
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�èñ. 3.11: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå

íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 6 ìì, h = 0, 2 ìì

S  = ∅d
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x,[мм] 100
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κ = 3,25×10    Па/м
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15 15
κ = 3,50×10    Па/м κ = 4,00×10    Па/м

κ = 5,25×10    Па/м κ = 7,85×10    Па/м κ = ∞

�èñ. 3.12: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè íåèäåàëüíîì êîí-

òàêòå íà Sc = S1; w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì

S  = ∅d

x,[мм] 100
 

x,[мм] 10

| σ    |zz[Па]
10

10

10

10

10
3
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5

6

7 | σ    |xz[Па]

0

 

 

 

 

κ = 3,25×10    Па/м
15 15 15

15 15
κ = 3,50×10    Па/м κ = 4,00×10    Па/м

κ = 5,25×10    Па/м κ = 7,85×10    Па/м κ = ∞

�èñ. 3.13: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè íåèäåàëüíîì êîí-

òàêòå íà Sc = S1; w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì
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[м] S  = ∅d

 

x,[мм] 100

 

0

1,2
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-7
×

1|u  (x,0)|z
2|u  (x,0)|z

x,[мм]
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[м]10
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×
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15 15 15

15 15
κ = 3,50×10    Па/м κ = 4,00×10    Па/м

κ = 5,25×10    Па/м κ = 7,85×10    Па/м κ = ∞

�èñ. 3.14: Ïåðåìåùåíèÿ |uz(x, 0)| íà íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà (ñëåâà) è âåðõíåé ïîâåðõ-

íîñòè ñëîÿ (ñïðàâà) íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòà íà Sc; w = 10 ìì,

h = 0, 2 ìì

[м] S  = ∅d

 

x,[мм] 100

κ = 3,25×10    Па/м
15 15 15

15 15
κ = 3,50×10    Па/м κ = 4,00×10    Па/м

κ = 5,25×10    Па/м κ = 7,85×10    Па/м κ = ∞

0

6
10

-9
×

1|u  (x,0)|z
2|u  (x,0)|z

x,[мм]
0 30-20 10

0

   7
[м]10

-9
×

  

�èñ. 3.15: Ïåðåìåùåíèÿ |uz(x, 0)| íà íèæíåé ãðàíè àêòóàòîðà (ñëåâà) è âåðõíåé ïîâåðõ-

íîñòè ñëîÿ (ñïðàâà) íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòà íà Sc; w = 10 ìì,

h = 0, 2 ìì

òà). Àíàëîãè÷íûé ý��åêò íàáëþäàåòñÿ è íà ðèñ. 3.14�3.15, ãäå ïðåäñòàâ-

ëåíû ãðà�èêè àìïëèòóä ïåðåìåùåíèé |uz| â ñëîå è â àêòóàòîðå íà ãðàíèöå
S1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ κ.

Íà ðèñ. 3.16 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ñðàâíåíèÿ íàïðÿæåíèé íà âåðõíåé

ïîâåðõíîñòè ñëîÿ z = 0, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ñâÿçàííîé ìîäåëè ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è â ñèñòåìå COMSOL,

íà ÷àñòîòå 80 ê�ö. Ïî ýòîìó ðèñóíêó âèäíî, ÷òî ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé,
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xx xzRe σ    Re σ    Re σ    zz[Па] [Па]
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7
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5

  x, [мм]   x, [мм]   x, [мм]
−5 15

−5

10
x 10

5
[Па]

−5 15
−5

5
x 10

5

COMSOLсвязанная модель
S  = ∅d

�èñ. 3.16: Íàïðÿæåíèÿ σzz(x, 0), σxx(x, 0) è σxz(x, 0) íà ÷àñòîòå 80 ê�ö, ðàññ÷èòàííûå ñ

èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ ÂÏÒ è â ñèñòåìå COMSOL ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1

(κ = ∞); w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì

ðàññ÷èòàííûõ äâóìÿ ðàçíûìè ìåòîäàìè, ñîâïàäàåò. Îòíîñèòåëüíî çíà÷å-

íèé íàïðÿæåíèé, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå íàïðÿæå-

íèÿ íà ãðàíèöå êîíòàêòà èìåþò ñèíãóëÿðíîñòü ó êðàåâ ñåíñîðà [21℄, è ðå-

çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñâÿçàííîé çàäà÷è, ñîäåðæàùèå áîëåå

âûñîêèå çíà÷åíèÿ àìïëèòóä íàïðÿæåíèé, ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ñðåäå COMSOL.

Полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто Полиномы Чебышева

N  = 13N  = 7 N  = 9 N  = 13N  = 7 N  = 9

 

x,[мм]5 100

10

10

10

10

10

-1

3

5

7
[Па] | σ    |xz

 

x,[мм]5 100

10

10

10

10

10

-1

3

5

7

[Па] | σ    |zz
S  = [0,w/2]d

�èñ. 3.17: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 80 ê�ö ïðè îòñëîåíèè àêòóàòîðà
íà 50% (Sd = [0, w

2
]) è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc (κ = ∞); w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì

Íà ðèñ. 3.17 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè íàïðÿæåíèé â ëîãàðè�ìè÷åñêîé
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øêàëå, ðàññ÷èòàííûå ïðè îòñëîåíèè àêòóàòîðà îò ñëîÿ íà 50% (Sd = [0, w
2
]).

Â òî÷êå x = w
2 ïðîèñõîäèò ïåðåõîä îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.7) ê óñëîâè-

ÿì (3.8), ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñîïðîâîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ïî-

ãðåøíîñòüþ ðåøåíèÿ. Òåì íå ìåíåå, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ �àóññà-

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî ìîäåëèðóåìûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé áûñòðåå ñõîäÿòñÿ

ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì â îáëàñòè îòñëîåíèÿ, ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íûì

ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà.

Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ øèðèíû w è âûñîòû h ïüåçîàêòóàòîðà íà íîð-

ìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â îáëàñòè S1 ïîñëå âîç-

áóæäåíèÿ àêòóàòîðà ýëåêòðè÷åñêèì èìïóëüñîì, áûëè ïîñòðîåíû ãðà�èêè

çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé σxz è σzz íà ãðàíèöå S1 îò ðàçìåðîâ ñåíñîðà. Íà

ðèñ. 3.18�3.19 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-

íèé â àêòóàòîðå ïðè �èêñèðîâàííîé âûñîòå h = 0, 2 ìì, ðàññ÷èòàííûå íà

÷àñòîòàõ 30 è 500 ê�ö. Íà ðèñ. 3.20�3.21 ìîæíî âèäåòü àíàëîãè÷íûå ãðà�è-

êè, íî ïîñòðîåííûå ïðè �èêñèðîâàííîé øèðèíå w = 10 ìì. �èñ. 3.18�3.21

èëëþñòðèðóþò íàïðÿæåíèÿ â ëîãàðè�ìè÷åñêîé øêàëå, ðàññ÷èòàííûå äëÿ

ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà. Àíàëèçèðóÿ ýòè ãðà�èêè ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî, âî-ïåðâûõ, øèðèíà àêòóàòîðà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííî ìåíüøåå âëèÿ-

íèå íà íàïðÿæåíèÿ, ÷åì âûñîòà. Âî-âòîðûõ, ñ ðîñòîì âûñîòû àêòóàòîðà îáå

�óíêöèè íàïðÿæåíèé σxz è σzz ïðèíèìàþò áîëåå ñëîæíûé âèä; â òî æå âðå-

ìÿ êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σxz óìåíüøàþòñÿ, à íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

σzz îñòàþòñÿ âåëè÷èíîé òîãî æå ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî ñ ïîìîùüþ óïðîùåííîé ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë ìîæíî äîñòàòî÷-

íî òî÷íî ðàññ÷èòûâàòü ïåðåìåùåíèÿ, ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêèõ ÷àñòîòàõ è

äëÿ òîíêèõ íàêëàäîê (h . 1 ìì). Ñäåëàííûå âûâîäû â çíà÷èòåëüíîé ìåðå

ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáîòàõ [6, 21, 32, 35℄.

Íà ðèñ. 3.22 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé â àêòó-

àòîðå îò åãî âûñîòû â ñëó÷àå îòñëîåíèÿ àêòóàòîðà îò âîëíîâîäà, ðàññ÷è-
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�èñ. 3.18: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè ðàçëè÷íîé øèðèíå

w àêòóàòîðà è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); h = 0, 2 ìì
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�èñ. 3.19: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè ðàçëè÷íîé øèðèíå
w àêòóàòîðà è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); h = 0, 2 ìì
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�èñ. 3.20: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 30 ê�ö ïðè ðàçëè÷íîé âûñîòå

h àêòóàòîðà è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 10 ìì

òàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî. Ìîæíî

âèäåòü, ÷òî ñ ðîñòîì âûñîòû àêòóàòîðà óõóäøàåòñÿ âûïîëíåíèå ãðàíè÷-

90



 

10
3

10

10
5

10
7

 

10
3

10

10
5

10
7 | σ    |zz| σ    |xz

x,[мм]
5 100

x,[мм]
5 100

h = 0,2 мм

h = 0,5 мм

h = 2 мм

h = 5 мм

[Па] [Па] S  = ∅d

�èñ. 3.21: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 500 ê�ö ïðè ðàçëè÷íîé âûñîòå

h àêòóàòîðà è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc = S1 (κ = ∞); w = 10 ìì
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S  = [0,w/2]d

�èñ. 3.22: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 80 ê�ö ïðè ðàçëè÷íîé âûñîòå

h àêòóàòîðà è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc (κ = ∞); Sd = [0, w
2
], w = 10 ìì

íûõ óñëîâèé (3.7), è àìïëèòóäû íàïðÿæåíèé â òî÷êàõ íà êîíöàõ àêòóàòîðà

ñîïîñòàâèìû ìåæäó ñîáîé.
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�èñ. 3.23: Íàïðÿæåíèÿ |σxz(x, 0)| è |σzz(x, 0)| íà ÷àñòîòå 80 ê�ö ïðè ðàçíîé îáëàñòè

îòñëîåíèÿ Sd è èäåàëüíîì êîíòàêòå íà Sc (κ = ∞); w = 10 ìì, h = 0, 2 ìì
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Íà ðèñ. 3.23 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé â àêòó-

àòîðå îò ðàçìåðà è ïîëîæåíèÿ îáëàñòè îòñëîåíèÿ, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå

ñâÿçàííîé ìîäåëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.7) âûïîëíÿþòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ïðè ðàçíîé îáëàñòè êîíòàêòà ìåæäó àêòóàòîðîì è ñëîåì.

Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîäû î äîñòîâåð-

íîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1)�(3.9) ñ ðàçíîé îáëàñòüþ êîí-

òàêòà Sc, ðàññ÷èòûâàåìîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèáðèäíîãî ïîäõîäà. Àìïëè-

òóäû âîëíîâûõ ïîëåé, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñâÿçàííîé ìîäåëè â

ñëó÷àå èäåàëüíîãî êîíòàêòà, ñðàâíèâàëèñü ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè, ðàñ-

ñ÷èòàííûìè â ñèñòåìå COMSOL è ñ ïîìîùüþ óïðîùåííîé ìîäåëè òî÷å÷-

íûõ ñèë. Êðîìå òîãî, äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî êîíòðîëÿ èñïîëüçîâàëîñü äâà

âèäà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå äàëè ïðàêòè÷åñêè îäèíàêî-

âûå ðåçóëüòàòû. Àíàëèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàçíîé îáëàñòè êîíòàêòà

òàêæå ïîêàçàë õîðîøóþ ñõîäèìîñòü è óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîâïàäåíèå ðå-

çóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîí-

íûõ ïîëèíîìîâ.

Äëÿ áîëåå ïîëíîé îöåíêè äîñòîâåðíîñòè íàñòîÿùåé ìîäåëè ïðîâîäè-

ëîñü ñðàâíåíèå íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâå ãèáðèäíî-

ãî ïîäõîäà, ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Ïîäðîáíî ïðîâåäåíèå ýêñïå-

ðèìåíòà è ýêñïåðèìåíòàëüíîé âåðè�èêàöèè ìîäåëåé îïèñûâàåòñÿ â ãëàâå 4.

�3.6. Ýíåðãèÿ óïðóãèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ ïîëîñî-

âûìè ïüåçîàêòóàòîðàìè, è ðåçîíàíñíûå ÿâëåíèÿ

Ïðè èçó÷åíèè âîëíîâûõ ÿâëåíèé â óïðóãèõ òåëàõ âàæíûì ýòàïîì ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå öèðêóëÿöèè ïîòîêà âîëíîâîé ýíåðãèè [102℄. Â êàæäîé

òî÷êå ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè e (âåêòîð
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Óìîâà-Ïîéíòèíãà) ïðè íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ èìååò âèä [103℄:

ej = −∂ui
∂t
σij + (E ×H)j,

ãäåE èH � âåêòîðû êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíî-

ãî ïîëåé ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ïåðåõîäå ê óñòàíîâèâøèìñÿ ãàðìîíè÷åñêèì

êîëåáàíèÿì ïðîèçâîäèòñÿ îñðåäíåíèå çà ïåðèîä êîëåáàíèé T = 2π/ω, è

âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ej = −ω
2
Im
(
uiσ

∗
ij +Djφ

∗) ;

çäåñü è äàëåå çâ¼çäî÷êà îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ.

Äëÿ ïîòîêà ýíåðãèè, ïåðåíîñèìîãî ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ òî-

÷åê óïðóãîé ñðåäû ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S â íàïðàâëåíèè íîðìàëè n, ñïðà-

âåäëèâî âûðàæåíèå [12, 104℄:

E =

∫∫

S

en(x)dS.

Ñðåäíèé çà ïåðèîä êîëåáàíèé ïîòîê ýíåðãèè E0
, ïîñòóïàþùåé îò ïîâåðõ-

íîñòíîãî èñòî÷íèêà (àêòóàòîðà, îïèñûâàåìîãî îäíîé èç ðàññìîòðåííûõ âû-

øå ìîäåëåé) â ñëîèñòûé âîëíîâîä, ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè

S âçÿòü åãî âåðõíþþ ïîâåðõíîñòü z = 0:

E0 =
ω

4π
Im

∫

Γ

K(α, z, ω)Q(α)Q∗(α∗)dα. (3.36)

Ïðè íåðàâíîìåðíîì îòñëîåíèè àêòóàòîðà ìîãóò áûòü ââåäåíû òàêæå

ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè κ+ è κ−, ÷òî ïîç-

âîëÿåò òàêæå îáåñïå÷èòü äîïîëíèòåëüíûé êîíòðîëü ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ,

èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (κ++κ− = 1). Êîý��èöèåíòû ðàñïðå-

äåëåíèÿ ýíåðãèè κ± = E±/E0
îïðåäåëÿþòñÿ êàê îòíîøåíèå óñðåäí¼ííîãî

ïî âðåìåíè ïîòîêà ýíåðãèè ÷åðåç ñå÷åíèå âîëíîâîäà x = ±x∞

E± =

0∫

−H

ex(x = ±x∞, z)dz
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ê ýíåðãèè E0
. Çäåñü x∞ > w � íåêîòîðàÿ óäàëåííàÿ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ

íàãðóçêè S1 òî÷êà.

S  = ∅d

f,
[к

Г
ц

]

0

500

250

f,
[к

Г
ц

]

0

500

250

w, [мм]
4 6 8 10 12 14

0,20

h = 0,2 мм

h = 1 мм

h = 0,5 мм

h = 2 мм

w, [мм]
4 6 8 10 12 14

E  ,[Дж]
0

�èñ. 3.24: Ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòè ýíåðãèè E0(f, w) äëÿ ïðèêëååííîãî àêòóàòîðà

(Sd = ∅) ïðè ðàçëè÷íûõ h

Äëÿ âûÿâëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé è èçó÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-

äó àêòóàòîðîì è ïîäëîæêîé äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ

çàäà÷è (h, w, Sd, ω) íà çàêà÷èâàåìóþ â ïîäëîæêó ýíåðãèþ E0
è êîý��èöè-

åíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè κ±. Ïîñëåäíèå íå èìååò ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü

åñëè Sd = ∅, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå κ+ = κ− = 0, 5. �èñ. 3.24 èëëþñòðèðóåò

âëèÿíèå òîëùèíû h è øèðèíû w àêòóàòîðà íà çàâèñèìîñòü E0
îò ÷àñòîòû.

Íà ðèñ. 3.24�3.27 ïðèâåäåíû ëèíèè óðîâíÿ E0
, íà êîòîðûõ áîëåå òåìíûå

ó÷àñòêè ñîîòâåòñòâóþò áîëüøèì çíà÷åíèÿì, à ñâåòëûå � ìåíüøèì, äëÿ κ+

èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ öâåòîâàÿ øêàëà (îò ñèíåãî ê êðàñíîìó). Ïðè äëÿ ïî-

ñòðîåíèè ëèíèé óðîâíÿ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3.24�3.27, èñïîëüçîâàëàñü

ñåòêà 50× 100 òî÷åê.
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Íà âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ õîðîøî âèäíû òåìíûå ïîëîñû ðàçëè÷íîé øèðè-

íû ãèïåðáîëè÷åñêîãî âèäà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìó çàêà÷èâàå-

ìîé â ñëîé ýíåðãèè. Äàííûå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ðàñïîëîæåíû áëèçêî ê

òðàåêòîðèÿì êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò, êîòîðûå ìîãóò áûòü

ðàññ÷èòàíû êàê íóëè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ÑËÀÓ, âîçíèêàþùåé ïðè ðå-

øåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è (3.23). Áåëûå îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíè-

ÿì E0 < 0, 02 Äæ.

Ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå (ðèñ. 3.24) êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò

â �èêñèðîâàííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì òîëùèíû è

øèðèíû àêòóàòîðà. Äëÿ áîëüøåé òîëùèíû h íà ïîâåðõíîñòÿõ ïðîÿâëÿþò-

ñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåçîíàíñíûå òðàåêòîðèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëü-

òàòàì, ïîëó÷åííûì äëÿ àêòóàòîðà áåç ïîäëîæêè â ãëàâå 2.

f,
[к

Г
ц

]

κ

0

500

250

w  ,[мм]
100

2

E  ,[Дж]
0

+

0,530 10

S  = [0, w  ]d 2

4 6 82
w  ,[мм]

100
2

4 6 82

�èñ. 3.25: Ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòåé ýíåðãèè E0(f, w2) è êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ

κ+(f, w2) äëÿ ÷àñòè÷íî îòêëååííîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w2])

Íà ðèñ. 3.25�3.27 èçîáðàæåíû ëèíèè óðîâíÿ ýíåðãèè E0
, à íà ðèñ. 3.25

è 3.26 åùå è êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ κ+ â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû f ,

à òàêæå îò ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî îòñëîèâøóþñÿ ÷àñòü (w1, w2 è

∆w ). Â ïåðâîì ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (ðèñ. 3.25) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíî-

ñòüþ îòêëååííûì îòðåçîê [0, w2], ïðè ýòîì íà [w2, w] � óñëîâèÿ èäåàëüíîãî
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êîíòàêòà. Ïðè óâåëè÷åíèè w2 êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â ðàññìàò-

ðèâàåìîì äèàïàçîíå âîçðàñòàåò, íåðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè

(âëåâî è âïðàâî îò àêòóàòîðà) ðàñòåò. Íàèáîëåå íåðàâíîìåðíî àêòóàòîð

èçëó÷àåò ýíåðãèþ â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ E0
, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ðåçîíàíñíûì êîëåáàíèÿì.

w  ,[мм]

f,
[к

Г
ц

]

7,5

κ

0

500

0

250

1
w  ,[мм] 7,50

1

E
0

+

0,40 10

S  = [w  ,3/4w]d 1    ,[Дж]

�èñ. 3.26: Ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòåé ýíåðãèè E0(f, w1) è êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ

κ+(f, w1) äëÿ ÷àñòè÷íî îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [w1,
3w

4
])

f,
[к

Г
ц

]

0

500

250

∆w, [мм] 100

E  ,[Дж]
0

0,160

S  = [w/2-∆w,w/2+∆w]d

�èñ. 3.27: Ëèíèè óðîâíÿ ïîâåðõíîñòåé ýíåðãèè E0(f,∆w) äëÿ ÷àñòè÷íî îòêëååíîãî àê-

òóàòîðà (Sd = [w
2
−∆w, w

2
+∆w])

Âî âòîðîì ñëó÷àå (ðèñ. 3.26 è 3.27) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ êî-

ãäà îáà êðàÿ àêòóàòîðà ïðèêëååíû, îòêëååííîé îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü èíòåð-

�åéñà ìåæäó àêòóàòîðîì è ïîäëîæêîé, ñîîòâåòñòâåííî Sd = [w1, 3/4w] è
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Sd = [w
2
− ∆w, w

2
+ ∆w]. Ïðè ýòîì ìîæíî âèäåòü, ÷òî âëèÿíèå øèðèíû

çîíû îòêëåéêè äîñòàòî÷íî ìàëî. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò íåñêîëüêî ðåçî-

íàíñíûõ òðàåêòîðèé, ðàçðåçàþùèõ øèðîêóþ ïîëîñó âèäíóþ íà ãðà�èêàõ

E0(f,∆w) è E0(f, w1) ïðèìåðíî â îêðåñòíîñòè 250 ê�ö. Ýòà ïîëîñà ñîîò-

âåòñòâóåò èäåàëüíîìó êîíòàêòó àêòóàòîðà, ñì. ðèñ. 3.24.

f,[кГц]
0

0

0,24

500250

κ = 2,6×10    Па/м
15 15 15

15 15
κ = 3,25×10    Па/м κ = 4×10    Па/м

κ = 5,25×10    Па/м κ = 7,85×10    Па/м κ = ∞

κ = 2,6×10    Па/м
14 14 15

κ = 7,85×10    Па/м κ = 1,3×10    Па/м

E  ,[Дж]
0 S  = ∅d

�èñ. 3.28: Çàâèñèìîñòü E0(f) äëÿ àêòóàòîðà (Sd = ∅) ïðè ðàçëè÷íîé àäãåçèè κ

Äëÿ êà÷åñòâåííîé èëëþñòðàöèè âëèÿíèÿ àäãåçèè íà êîíòàêò àêòóàòî-

ðà ñ ïîäëîæêîé íà ðèñ. 3.28 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè E0
îò ÷àñòîòû f äëÿ

ðàçíûõ çíà÷åíèé æåñòêîñòè â ïðóæèííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3.9). Ìîæ-

íî âèäåòü, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì æåñòêîñòè κ çíà÷åíèå ýíåðãèè, çàêà÷èâàåìîé

â ñëîé óâåëè÷èâàåòñÿ äëÿ âñåõ ÷àñòîò ïðè çíà÷åíèÿõ κ & 2 ·1015 Ïà. Â ýòîì

äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ κ ñîõðàíÿåòñÿ ïîëîæåíèå ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ðåçîíàíñíûì êîëåáàíèÿì. Ïðè κ . 2 · 1015 Ïà ïîâåäåíèå

E0(f) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ âåñüìà çíà÷èòåëüíî, âêëþ÷àÿ ïîëîæåíèå ëîêàëü-

íûõ ìàêñèìóìîâ.
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�ËÀÂÀ 4. ÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÇÓ×ÅÍÈÅ

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÀÊÒÓÀÒÎ�ÎÂ Ñ ÓÏ�Ó�ÈÌ

ÂÎËÍÎÂÎÄÎÌ

�4.1. Ñõåìà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà

Волны Лэмба,

генерируемые

актуатором

USB

Электрический импульс

USB

осциллоскоп

PC

блок контроля

координат x-y

Блок контроля

лазерным

виброметром

актуатор

x

y

�èñ. 4.1: Ñõåìà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîëíîâûõ ÿâëåíèé è âåðè�èêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìî-

äåëè íà îñíîâå ÌÊÝ ÂÏÒ è èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ

ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èäåàëüíî ïðèêëååííîãî è îòêëååííîãî ïüåçîàêòóàòîðîâ.

Îáùàÿ ñõåìà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.1. Äëÿ èçìå-

ðåíèÿ âîëí Ëýìáà, ãåíåðèðóåìûõ â ïëàñòèíå ïüåçîàêòóàòîðîì ïðè ïîäà÷å

íà íåãî ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà, èñïîëüçîâàëàñü óñòàíîâêà ñ ëàçåðíûì

âèáðîìåòðîì, ïîçâîëÿþùàÿ èçìåðÿòü âåðòèêàëüíûå ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé

u̇z(x, t) íà ïîâåðõíîñòÿõ âîëíîâîäà (z = 0 è z = −H), ñì. ðèñ. 4.2.

Íà àëþìèíèåâóþ ïëàñòèíó ðàçìåðàìè 500 ìì×500 ìì è òîëùèíîé

1 ìì áûë ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðèêëååí ïðÿìîóãîëüíûé ïüåçîàêòóàòîð

ðàçìåðàìè 70 ìì×10 ìì×0, 2 ìì, ñì. ðèñ. 4.3. Íà àêòóàòîð ïîäàåòñÿ ýëåê-
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�èñ. 4.2: Óñòàíîâêà, èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà (�îòîãðà�èÿ)

òðè÷åñêèé ñèãíàë p(t) âèäà (3.3): Nc = 5 öèêëîâ êîñèíóñà, ñãëàæåííûõ

îêíîì Õàííà ñ öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé f0. Ââèäó îáðàòíîãî ïüåçîýëåêòðè÷å-

ñêîãî ý��åêòà ýëåêòðè÷åñêèé èìïóëüñ âûçûâàåò ìåõàíè÷åñêèå ïåðåìåùå-

íèÿ ïëàñòèíû, èçìåðÿåìûå ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî âèáðîìåòðà. Äëÿ óäîá-

ñòâà ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè

ðàçäåëàìè: îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíû è ïàðàëëåëüíû

äëèííîé ñòîðîíå àêòóàòîðà, à îñü Oz ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè ïëàñòè-

íû, íà êîòîðîé çàêðåïëåí àêòóàòîð.

Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü âäîëü ñåðåäèíû àêòóàòîðà y = 0 ïðè −200 ≤
x ≤ 200 ñ îáåèõ ñòîðîí ïëàñòèíû z = {−H, 0} ñ øàãîì 0, 5 ìì, íà öåíòðàëü-

íûõ ÷àñòîòàõ f0 = 80 ê�ö è f0 = 180 ê�ö. Äëÿ êàæäîé òî÷êè âûïîëíÿ-

ëîñü 9 èçìåðåíèé, ÷òî ïîçâîëèëî çàòåì îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìîå îòíîøåíèå

ñèãíàë/øóì ïóòåì èõ óñðåäíåíèÿ äëÿ âñåõ ïîâòîðåíèé. Ïðè ïðîâåäåíèè

ýêñïåðèìåíòà íåâîçìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü âðåìÿ ïîäà÷è ýëåêòðè÷åñêîãî

èìïóëüñà, õîòÿ èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ íà÷àëà çàïèñè êàæäîãî èç èçìåðåíèé

â õîäå îäíîãî è òîãî æå ýêñïåðèìåíòà îäèíàêîâî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîé âåðè�èêàöèè ìîäåëè, âñåãäà íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âîç-

ìîæíûé ñäâèã ïî âðåìåíè.
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500 мм

500 м
м

240 мм

210 мм

70 мм

H = 1 мм

w = 10 мм

h = 0.2 мм

x

z

y

пьезоматериалпластина электрод

отслоившаяся поверхность точки измерения колебаний

�èñ. 4.3: Ýêñïåðèìåíòàëüíûé îáðàçåö

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ àêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîëíî-

âîäîì ïðè ðàçíîé ñòåïåíè êîíòàêòà ïüåçîýëåìåíò áûë ïðèêëååí ñíà÷àëà

òîëüêî â îáëàñòè Sc = [w2 , w], è íåäîêëååí â îáëàñòè Sd = [0, w2 ]. Ïîñëå

ïðîâåäåíèÿ èçìåðåíèé ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ñãåíåðèðîâàííûõ

íåäîêëåííûì àêòóàòîðîì, ïîñëåäíèé áûë äîêëååí, è èçìåðåíèÿ áûëè ïðî-

âåäåíû ïîâòîðíî. Òàêèì îáðàçîì áûëè ïîëó÷åíû äàííûå äëÿ ïîëíîñòüþ

ïðèêëååííîãî è ÷àñòè÷íî îòêëååííîãî àêòóàòîðà. Äëÿ äîïîëíèòåëüíîãî

êîíòðîëÿ, áûëî ïðîâåäåíî äâà íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòà ñ îäèíàêîâîé

ãåîìåòðèåé: áûëî èñïîëüçîâàíî äâå àëþìèíèåâûå ïëàñòèíû îäèíàêîâûõ

ðàçìåðîâ è äâà ïüåçîàêòóàòîðà îäíîãî ïðîèçâîäñòâà.

Èçìåðåííûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ãå-

íåðèðóåìûå ïîëíîñòüþ ïðèêëååííûì èëè íåäîêëååííûì àêòóàòîðîì íà ÷à-

ñòîòàõ f0 = 80 ê�ö è f0 = 180 ê�ö, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.4 è 4.5. Ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî ïðè îòêëåéêå àêòóàòîðà ñèãíàë ïðèõîäèò ïîçæå, à àìïëè-

òóäû ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ãåíåðèðóåìûõ ïüåçîàêòóàòîðîì,

âûøå (íà ÷àñòîòå 80 ê�ö). Êðîìå òîãî, èçó÷àÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,

ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå íåäîêëååííîãî ïüåçîàêòóàòîðà íàáëþäàþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåùåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû ïîñëå òîãî êàê áûë

çàðåãèñòðèðîâàí îñíîâíîé âîëíîâîé ïàêåò, ñãåíåðèðîâàííûé àêòóàòîðîì.
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S  = [0,w/2]d
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S  = ∅d

t = 0,09 мс

�èñ. 4.4: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 09 ìñ), èçìå-

ðåííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî (Sd = ∅) è íàïîëîâèíó

îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

S  = [0,w/2]d
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  . z

S  = ∅d

t = 0,09 мс

�èñ. 4.5: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 09 ìñ), èçìå-

ðåííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî (Sd = ∅) è íàïîëîâèíó

îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

Íà ðèñ. 4.6 ïðåäñòàâëåíû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû íà ÷àñòî-

òå f0 = 80 ê�ö, çàðåãèñòðèðîâàííûå â õîäå ïðîâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ

ýêñïåðèìåíòîâ. Èçìåðÿåìûå ëàçåðíûì âèáðîìåòðîì ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé

íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû îêàçûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûìè â ñëó÷àå
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2й эксперимент1й эксперимент

 

 

S  = [0,w/2]d
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200-200 0
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S  = ∅d

t = 0,1 мс

t = 0,1 мс

�èñ. 4.6: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 1 ìñ), èç-

ìåðåííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö âî õîäå ïðîâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñè-

ìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äëÿ ïðèêëååííîãî (Sd = ∅) è íàïîëîâèíó îòêëååíîãî àêòóàòîðà

(Sd = [0, w
2
])

èäåàëüíîãî êîíòàêòà ìåæäó àêòóàòîðîì è ïëàñòèíîé. Â òî æå âðåìÿ, äàí-

íûå, ïîëó÷åííûå â õîäå äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè íåäîêëååí-

íîì àêòóàòîðå, ðàçëè÷àþòñÿ, ïðè÷åì ïðè x > w
2 (ñî ñòîðîíû ïðèêëååííîé

÷àñòè àêòóàòîðà) íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé,

â òî âðåìÿ êàê ïðè x < w
2 (ñî ñòîðîíû íåäîêëååííîé ÷àñòè) ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå ïðàêòè÷åñêè íå ñîâïàäàþò. Òàêèå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ

ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè èçãîòîâëåíèè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà î÷åíü

ñëîæíî ïðèêëåèòü òîëüêî ïîëîâèíó àêòóàòîðà ñ ëèíèåé îòêëåéêè, ïðîõî-

äÿùåé ðîâíî ïîñåðåäèíå àêòóàòîðà.

Íàèáîëåå ïîëíî è íàãëÿäíî õàðàêòåðèçóþò âîëíîâóþ êàðòèíó, âîç-

íèêàþùóþ â õîäå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ öåíòðàëüíûìè ÷àñòîòàìè

f0 = 80 ê�ö è 180 ê�ö, ðèñ. 4.7�4.9. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ ïðèâåäåíû ïîâåðõ-

íîñòè ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t) â
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�èñ. 4.7: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t), èçìåðåííûå
ïðè f0 = 180 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî àêòóàòîðà (Sd = ∅)
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�èñ. 4.8: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t), èçìåðåííûå
ïðè f0 = 180 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w

2
])
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x,[мм]

t,[мс]
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�èñ. 4.9: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t), èçìåðåííûå
ïðè f0 = 80 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w

2
])

çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû òî÷êè x íà ëèíèè y = 0, z = −H è âðåìåíè t.

Íà ãðà�èêàõ ìîæíî âèäåòü ðàñïðîñòðàíåíèå äâóõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ, ñî-

îòâåòñòâóþùèõ äâóì íåçàòóõàþùèì íîðìàëüíûì ìîäàì A0 è S0. Òàê êàê

îáðàçåö èìååò êîíå÷íûå ðàçìåðû, òî âîëíû Ëýìáà îòðàæàþòñÿ îò ãðàíèö

àëþìèíèåâîé ïëàñòèíû, ÷òî õîðîøî âèäíî íà ðèñ. 4.7�4.9. Ýòè îòðàæåí-

íûå îò êðàåâ ïëàñòèíû âîëíû äîïîëíèòåëüíî óñëîæíÿþò òðàêòîâêó è àíà-

ëèç ðåçóëüòàòîâ. Èñïîëüçóÿ èí�îðìàöèþ ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 4.8 è 4.9,

ìîæíî âûäåëèòü òî÷êè íà îñè Ox, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíû-

ìè äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïðîöåññîâ âîçáóæäåíèÿ óïðóãèõ âîëí Ëýìáà

îòñëîèâøèìñÿ ïüåçîàêòóàòîðîì íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

�4.2. Èäåàëüíûé êîíòàêò àêòóàòîðà ñ ïîäëîæêîé

Äëÿ âåðè�èêàöèè ïîñòðîåííîé â ãëàâå 3 ñâÿçàííîé ìîäåëè áûëî ïðî-

âåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè,
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ïîëó÷åííûìè â õîäå ïðîâåäåíèÿ ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ âûøå

(ñì. ðèñ. 4.3: øèðèíà àêòóàòîðà w = 10 ìì, âûñîòà h = 0, 2 ìì). Â ðàì-

êàõ ìîäåëè íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ðåøåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷è â ñîîòâåòñòâèè ñ

ñîîòíîøåíèåì (3.11).

 

эксперимент модель точечных сил

модель COMSOL*1,4

полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто

полиномы Чебышева

 

 

x > w/2

x < w/2

S  = ∅d

x = w/2 ± 25 мм x = w/2 ± 90 мм
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эксперимент

�èñ. 4.10: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(
w

2
± 25, 0, 0, t) è u̇z(

w

2
±

90, 0, 0, t), ðàññ÷èòàííûå è èçìåðåííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ ïðè-

êëååííîãî àêòóàòîðà (Sd = ∅)

Íà ðèñ. 4.10 ïðåäñòàâëåíû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé, èçìåðåííûå íà ïî-

âåðõíîñòè z = 0 â òî÷êàõ x = w
2 ± 25 è x = w

2 ± 90 äëÿ ïðèêëååííî-

ãî àêòóàòîðà (Sd = ∅), à òàêæå ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ òðåõ ìîäåëåé

(ñðåäà COMSOL, ìîäåëè íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà ñ ðåøåíèåì ñâÿ-

çàííîé çàäà÷è è çàìåíîé äåéñòâèÿ àêòóòóàòîðà òî÷å÷íûìè ñèëàìè). Âî-

ïåðâûõ, â ñëó÷àå èäåàëüíîãî êîíòàêòà ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü òî-

÷å÷íûõ ñèë ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû, íî òåì íå ìåíåå

ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ìîäåëèðóåìîãî ñèãíàëà íå âñåãäà ñîâïàäàþò ñ ìàê-

ñèìóìàìè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñèãíàëà. Âî-âòîðûõ, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â

COMSOL ñîäåðæàò çàíèæåííûå àìïëèòóäû ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëà-

ñòèíû, íî ïîçâîëÿþò äîâîëüíî òî÷íî ìîäåëèðîâàòü äèíàìè÷åñêîå ïîâåäå-

íèå ïüåçîàêòóàòîðà íà óïðóãîì ñëîå. Íàêîíåö, ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëà-
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ñòèíû, ðàññ÷èòàííûå íà îñíîâå ñâÿçàííîé ìîäåëè, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò

ñî ñêîðîñòÿìè, çà�èêñèðîâàííûìè ëàçåðíûì âèáðîìåòðîì â õîäå ýêñïå-

ðèìåíòà. Àìïëèòóäû ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ðàññ÷èòàííûõ ñ

èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî, ïðèìåðíî íà 10%

âûøå èçìåðåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî, â òî âðåìÿ êàê ïîëèíîìû ×åáûøå-

âà ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåøåíèå, ïðàêòè÷åñêè ïîëüíîñòüþ ñîâïàäàþùåå ïî

àìïëèòóäàì ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

эксперимент модель точечных сил модель COMSOL*1,4

x,[мм]
200-200 0

8

-8

,[
м

м
/с

]
u
  . z

S  = ∅dt = 0,1 мс

�èñ. 4.11: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 1 ìñ), èç-

ìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë è â ñðåäå COMSOL ïðè

öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî àêòóàòîðà (Sd = ∅)

�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ u̇z â ñèñòåìå COMSOL, à òàêæå ñ ïîìîùüþ èí-

òåãðàëüíîãî ïîäõîäà è ìîäåëè òî÷å÷íûõ ñèë âìåñòå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîëó÷åííûìè äàííûìè íà ÷àñòîòå 80 ê�ö âäîëü ëèíèè z = y = 0 íà

îòðåçêå x ∈ [−200, 200] ìì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.11. Îáå ìîäåëè äàþò

îòíîñèòåëüíî áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ýêñïåðèìåíòîì. Îäíà-

êî àìïëèòóäû, ðàññ÷èòàííûå â COMSOL çàíèæåíû íà ïðèìåðíî íà 30%, à

óïðîùåííàÿ ìîäåëü ñ çàìåíîé òî÷å÷íûìè ñèëàìè äàåò àìïëèòóäû áëèçêèå,

íî íå ñîâïàäàþùèå ïîëíîñòüþ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûìè.

Òàêæå ïðîèçâîäèëîñü ñðàâíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è ðåçóëü-

òàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè ïðè èñïîëüçîâàíèè

N = 10 è M1 = 10 ýëåìåíòîâ, äëÿ ÷àñòîò f0 = 80 ê�ö è f0 = 180 ê�ö.
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Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�èêè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.12�4.13 è èëëþñòðèðóþò

òîò �àêò, ÷òî îáà âèäà èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

êà÷åñòâåííî îäèíàêîâîå ðåøåíèå. �àçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ âûáðàí-

íûõ çíà÷åíèé N è M1 ïîëèíîìû �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî äàþò íåìíîãî

çàâûøåííûå àìïëèòóäû, îäíàêî èñïîëüçîâàíèå á�îëüøåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ

äàåò òàêèå æå ðåçóëüòàòû, êàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà.

эксперимент полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто полиномы Чебышева

 

x,[мм]
200-200 0
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S  = ∅dt = 0,1 мс

�èñ. 4.12: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 1 ìñ), èç-

ìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî

àêòóàòîðà (Sd = ∅)

эксперимент полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто*0,5 полиномы Чебышева*0,5

x,[мм]
200-200 0
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]
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  . z

S  = ∅dt = 0,072 мс

�èñ. 4.13: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0, 0, t = 0, 1 ìñ), èç-

ìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö, äëÿ ïðèêëååííîãî

àêòóàòîðà (Sd = ∅)

Àíàëèçèðóÿ ãðà�èêè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.12 è 4.13 äëÿ f0 =

80 ê�ö è f0 = 180 ê�ö, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ðåçóëü-
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òàòû ìîäåëèðîâàíèÿ î÷åíü õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-

íûìè, îäíàêî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû óâåëè÷èâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü, ÷òî ñâÿçàíî â

ïåðâóþ î÷åðåäü ñ òåì, ÷òî äâóìåðíàÿ ìîäåëü íå ìîæåò ïîëíîñòüþ îïèñàòü

áîëåå ñëîæíóþ äèíàìèêó àêòóàòîðà ïðè åãî âçàèìîäåéñòâèè ñî ñëîåì è

âñå ãåíåðèðóåìûå âîëíîâûå ïîëÿ, èìåþùèå ìåñòî â âîëíîâîäå íà âûñîêèõ

÷àñòîòàõ.

�4.3. ×àñòè÷íîå îòñëîåíèå àêòóàòîðà îò ïîäëîæêè

эксперимент полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто полиномы Чебышева

S  = [0,w/2]d

t,[мс]
0,20 0,1

10

-10

15

-15

,[
м

м
/с

]
u
  . z

,[
м

м
/с

]
u
  . z

x = w/2 − 108 мм

x = w/2 + 108 мм

�èñ. 4.14: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x = w

2
± 108, 0, 0, t), èç-

ìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó îò-

êëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

Äëÿ âåðè�èêàöèè ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè â ñëó÷àå, êîãäà Sd 6= ∅, áûëî

ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åí-

íûìè â õîäå äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ÷àñòîòàõ f0 = 80 ê�ö è

f0 = 180 ê�ö. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêæå èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ w =

10 ìì, h = 0, 2 ìì, H = 1 ìì, V2 = 10 Â, îáëàñòü îòñëîåíèÿ Sd = [0, 5]
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è êîíòàêòà Sc = [5, 10]. Íà ðèñ. 4.14 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû â äâóõ òî÷êàõ: ñî

ñòîðîíû ïðèêëååííîé ñòîðîíû àêòóàòîðà x = w
2 + 108, è ñî ñòîðîíû îò-

êëååííîé x = w
2
− 108. Ïðè ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 4.14, ãäå ïðîèçâåäåí

ñîîòâåòñòâóþùèé ñäâèã ïî âðåìåíè, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè èäåàëüíîì

ñîâïàäåíèè âðåìåíè ïðèõîäà ñèãíàëà ñïðàâà (ñî ñòîðîíû ïðèêëååííîé ÷à-

ñòè àêòóàòîðà), ïîÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå âî âðåìåíè ïðèõîäà ñèã-

íàëà ñëåâà (ñî ñòîðîíû îòêëååííîé ÷àñòè àêòóàòîðà). Òåì íå ìåíåå, �îðìà

è àìïëèòóäà ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé â òî÷êàõ x = w
2 ± 108 èìåþò ïîõîæèé

âèä.

1-й эксперимент 2-й эксперимент модель 

x,[мм]
200-200 0

15

-15

,[
м

м
/с

]
u

  . z

t = 0,1 мс
S  = [0,w/2]d

�èñ. 4.15: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t = 0, 1 ìñ),

ðàññ÷èòàííûå è èçìåðåííûå â õîäå äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè öåíòðàëüíîé

÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ ðèñ. 4.15, ãäå ïðåä-

ñòàâëåíû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûå â õîäå ïðîâåäåíèÿ

äâóõ ýêñïåðèìåíòîâ è ðàñ÷åòîâ äëÿ f0 = 80 ê�ö. Ìîäåëèðóåìûå çíà÷åíèÿ

ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ îáîèìè ýêñïåðèìåíòàìè ñî ñòîðîíû ïðèêëååííîãî

àêòóàòîðà x > w
2 ; ñî ñòîðîíû îòñëîåíèÿ x < w

2 ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñîâ-

ïàäàþò òîëüêî ñî âòîðûì ýêñïåðèìåíòîì, ÷òî îáóñëîâëåíî òðóäíîñòÿìè âî

âðåìÿ ïîäãîòîâêè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáðàçöà ñîãëàñíî ñõåìå 4.3.
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эксперимент полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто полиномы Чебышева

x,[мм]
200-200 0

15

-15

,[
м

м
/с

]
u
  . z

t = 0,1 мс
S  = [0,w/2]d

�èñ. 4.16: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t = 0, 1 ìñ),

èçìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 80 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó

îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

Íà ðèñ. 4.16 ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå äàííûõ 2-ãî ýêñïåðèìåíòà, ñ ðå-

çóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà è ÌÊÝ ÂÏÒ,

ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ðàçëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ: �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî è ×åáûøåâà. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî êîíêðåòíûé âèä àï-

ïðîêñèìèðóþùèõ �óíêöèé ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííîå ÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå (èçìåíÿåòñÿ òîëüêî àìïëèòóäà).

эксперимент полиномы Гаусса-Лежандра-Лобатто*0,5 полиномы Чебышева*0,5

x,[мм]
200-200 0

10

-10

,[
м

м
/с

]
u

  . z

t = 0,05 мс S  = [0,w/2]d

�èñ. 4.17: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû u̇z(x, 0,−H, t = 0, 05 ìñ),

èçìåðåííûå è ðàññ÷èòàííûå ïðè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö, äëÿ íàïîëîâèíó

îòêëååíîãî àêòóàòîðà (Sd = [0, w
2
])

Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ñîâïàäåíèå ìîäåëèðóåìûõ çíà÷åíèé ñ ýêñ-
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ïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íåñêîëüêî õóæå, ÷òî è ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà

ðèñ. 4.17, ãäå ïðåäñòàâëåíû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû íà ÷àñòîòå

180 ê�ö â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 05 ìñ. Ïî ýòîìó ðèñóíêó ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä, ÷òî äâóìåðíàÿ ïîñòàíîâêà íåäîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò âîëíîâûå

ïîëÿ, âîçíèêàþùèå â ïëàñòèíå ïîñëå ïîäà÷è ýëåêòðè÷åñêîãî èìïóëüñà íà

íåïîëíîñòüþ ïðèêëååííûé ïüåçîàêòóàòîð.

Ïî ãðà�èêàì, ïðåäñòàâëåííûì â äàííîé ãëàâå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû,

÷òî ðàçðàáîòàííàÿ äâóìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ý��åêòèâíî îïèñû-

âàåò äèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãèì âîëíîâîäîì

ïðè ðàçíîé ñòåïåíè êîíòàêòà íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû

ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ý��åêòû, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìà

òðåõìåðíàÿ ñâÿçàííàÿ ìîäåëü. Êðîìå òîãî, áûëà ïðîèëëþñòðèðîâàíà ñëîæ-

íîñòü âûïîëíåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ ÷àñòè÷íî îòêëååííûì ïüåçîàêòóàòîðîì:

çàðåãèñòðèðîâàííûå â õîäå ïðîâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ

ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû â çîíå îòêëåéêè íå ñîâïàäàþò.

�4.4. Âåéâëåò-àíàëèç ðåãèñòðèðóåìûõ óëüòðàçâóêîâûõ

ñèãíàëîâ, âîçáóæäàåìûõ îòêëåèâøèìñÿ ïüåçî-

àêòóàòîðîì

Ôóíêöèÿ ψ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

ψ ∈ L2, ||ψ|| = 1,
∞∫

−∞

ψ(t)dt = 0

íàçûâàåòñÿ âåéâëåòîì [105℄. À �óíêöèÿ

W [f ](a, b) =
1√
|a|

∫
f(t)ψ∗

(
t− b

a

)
dt, a 6= 0 (4.1)

íàçûâàåòñÿ âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèåì âðåìåííîãî ñèãíàëà f(t) ∈ L2
, çäåñü,

êàê è äî ýòîãî, çíàê

∗
îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ìîæíî çàïèñàòü
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âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2
:

W [f ](a, b) = (f, ψa,b). (4.2)

Â �îðìóëàõ (4.1)�(4.2) a � ìàñøòàáèðóþùèé ïàðàìåòð, âëèÿþùèé íà ñäâèã

ñèãíàëà f(t) ïî ÷àñòîòå; b � ïàðàìåòð ñäâèãà (ïî âðåìåíè).

Ê ýêñïåðèìåíòàëüíîìó ñèãíàëó u(ξ), ξ ∈ [t1, t2], çàïèñàííîìó ïîñëå

âîçáóæäåíèÿ ïüåçîàêòóàòîðà âõîäíûì ýëåêòðè÷åñêèì èìïóëüñîì p(t), �îð-

ìóëà êîòîðîãî çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (3.3), íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0, ìîæ-

íî ïðèìåíèòü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ñ âåéâëåòîì �àáîðà â âèäå:

W [u](ω, t) =

√
f

f0

t2∫

t1

u(ξ)ψ∗
G

(
(ξ − t)f

f0

)
dξ, (4.3)

ψG =
1
4
√
π

√
f0
γ
exp

[
−1

2
G

(
f0
γ

)2

t2 + i2πf0t

]
, γ =

√
1

ln2
. (4.4)

Â êà÷åñòâå ÿäðà âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ áûë âûáðàí âåéâëåò �àáîðà ñ G =

0.5, ò.ê. åãî �îðìà ñõîæà ñ �îðìîé èñõîäíîãî ñèãíàëà p(t).

�4.4.1 Ïðÿìîóãîëüíûé ïðîòÿæåííûé ïüåçîàêòóàòîð

Äëÿ ïîäðîáíîãî àíàëèçà èçìåíåíèé ñïåêòðà çàðåãèñòðèðîâàííîãî â õî-

äå ýêñïåðèìåíòà ñèãíàëà óäîáåí ÷àñòîòíî-âðåìåííîé àíàëèç. Òàê âåéâëåò-

ïðåîáðàçîâàíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü íåñóùóþ ÷àñòîòó ñèãíàëà êàê ìàêñè-

ìóì |W(ω, t)| [106℄. Íà ðèñ. 4.18 ïðåäñòàâëåíû ìîäóëè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâà-

íèé ñèãíàëîâ |W(ω, t)|, çàïèñàííûõ â õîäå ýêñïåðèìåíòà â òî÷êàõ x =

w
2±113, z = −H. Ïðè ñîïîñòàâëåíèè ýòèõ ãðà�èêîâ ñ ðèñ. 4.8, ãäå ïðåäñòàâ-

ëåíû ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû âèäíî, ÷òî ïåðâûé ëîêàëüíûé ìàê-

ñèìóì âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò áîëåå áûñòðîé ìîäå S0, çàòåì

ïðèõîäèò îñíîâíîé ïàêåò, ïîñëå ÷åãî ðåãèñòðèðóåòñÿ îòðàæåííàÿ ÷àñòü ñèã-

íàëà ñ ìîäîé S0. Êðîìå òîãî, íàáëþäàåòñÿ ñäâèã íåñóùåé ÷àñòîòû â îáåèõ
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�èñ. 4.18: Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñèãíàëà â òî÷êàõ x = w

2
± 113,

z = −H íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö; Sd = [0, w
2
]

òî÷êàõ x = w
2 ± 113; ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà óìåíüøåíèÿ ïîëåçíîé ïëîùà-

äè êîíòàêòà, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îêàçûâàåò âîçäåéñòâèå íà âîëíîâûå ïîëÿ,

ãåíåðèðóåìûå ïüåçîàêòóàòîðîì â ïëàñòèíå. Ïðè÷åì íåñóùàÿ ÷àñòîòà ìî-

äû S0 ñäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò, â òî âðåìÿ êàê íåñóùàÿ

÷àñòîòà ïàêåòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ A0 � â ñòîðîíó áîëåå íèçêèõ.

Íà ðèñ. 4.19 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ãðà�èêè, íî äëÿ ìîäåëèðóå-

ìîãî ñèãíàëà â òî÷êàõ x = w
2
±113, z = −H. Êàê âèäíî ïî ýòèì ãðà�èêàì,

íåñóùàÿ ÷àñòîòà, ðàññ÷èòûâàåìàÿ ïî ìîäåëèðóåìûì ñèãíàëàì, òàêæå îò-

êëîíÿåòñÿ îò öåíòðàëüíîé â ñòîðîíó áîëåå íèçêèõ ÷àñòîò. Íåñìîòðÿ íà òî,

÷òî íà ãðà�èêàõ âåéâëåò ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðàêòè÷åñêè íåçàìåòíà ìîäà S0,

ïîñêîëüêó å¼ àìïëèòóäà äëÿ ìîäåëèðóåìîãî ñèãíàëà íàìíîãî ìåíüøå àì-

ïëèòóä A0, íà ãðà�èêå ñàìîãî ñèãíàëà ìîæíî çàìåòèòü íåáîëüøîå óâåëè-

÷åíèå ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû äî ïðèõîäà îñíîâíîãî ïàêåòà. �àç-

ëè÷èå â àìïëèòóäàõ ïàêåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäå S0, ìîæíî îáúÿñíèòü

òåì, ÷òî òðåõìåðíûé ïðÿìîóãîëüíûé àêòóàòîð èçëó÷àåò áîëåå ñëîæíûå
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�èñ. 4.19: Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ìîäåëèðóåìîãî ñèãíàëà â òî÷êàõ x = w

2
±113, z = −H

íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö; Sd = [0, w
2
]

âîëíîâûå ïîëÿ, íåæåëè òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ïëîñêîé ìîäåëüþ.

À èìåííî, äîëÿ âîçáóæäàåìîé ìîäû S0 äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïüåçîýëåìåíòà

ïðèìåðíî â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ó ïîëîñîâîãî.

Íà ðèñ. 4.20 ïðåäñòàâëåíû âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëü-

íîãî è ìîäåëèðóåìîãî ñèãíàëîâ â òî÷êå x = w
2 + 113, z = −H â ñëó÷àå

èäåàëüíîãî êîíòàêòà (Sd = ∅). Çäåñü òàêæå ìîæíî âèäåòü íåáîëüøîé ëî-

êàëüíûé ìàêñèìóì, îòíîñÿùèéñÿ ê áîëåå áûñòðîé ìîäå S0.

�4.4.2 Êðóãîâîé íåîñåñèììåòðè÷íûé ïüåçîàêòóàòîð

Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå âèäà (4.3) ïðèìåíÿëîñü ê ñèãíàëàì, çàïèñàí-

íûì âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà ñ ÷àñòè÷íî ïðèêëååííûìè êðóãîâûìè ïüåçî-

ýëåêòðè÷åñêèìè ñåíñîðàìè ñ çàãíóòûìè ýëåêòðîäàìè, ñõåìà ýêñïåðèìåí-

òàëüíîãî îáðàçöà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.21. Øåñòíàäöàòü êðóãîâûõ ïüå-

çîàêòóàòîðîâ áûëè ïðèêëååíû íà àëþìèíèåâóþ ïëàñòèíó òîëùèíîé H =

2 ìì è ðàçìåðàìè 500 ìì íà 550 ìì ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ êîíòàêòà. Ïîëîæå-

íèå àêòóàòîðà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé îòêëååííîé îáëàñòè θ.
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�èñ. 4.20: Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîãî (ñëåâà) è ìîäåëèðóåìîãî (ñïðà-

âà) ñèãíàëîâ ïðè èäåàëüíîì êîíòàêòå â òî÷êàõ x = w

2
± 113, z = −H íà öåíòðàëüíîé

÷àñòîòå f0 = 180 ê�ö; Sd = ∅

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ý��åêòà íåîñåñèììåòðè÷íîñòè âîëíîâûõ ïîëåé [32℄ îðè-

åíòàöèÿ òî÷åê ïðèïîÿ íà âñåõ àêòóàòîðàõ íåèçìåííà (âñåãäà 180◦). �àçíîîá-

ðàçèå �îðì è îðèåíòàöèé îáëàñòè îòêëåèâàíèÿ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4.21.

Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé ïëàñòèíû, ãåíåðèðóåìûõ îäíèì èç

àêòóàòîðîâ íà ïëàñòèíå, èñïîëüçîâàëàñü óñòàíîâêà ñ ëàçåðíûì âèáðîìåò-

ðîì àíàëîãè÷íàÿ ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4.1. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ

êàæäîãî àêòóàòîðà â òî÷êàõ îêðóæíîñòè ðàäèóñà 20 ìì ñ öåíòðîì, ñîâïà-

äàþùèì ñ öåíòðîì àêòóàòîðà.

Ïðèìåðû èçìåðåííûõ ëàçåðíûì âèáðîìåòðîì ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé

íà öåíòðàëüíûõ ÷àñòîòàõ f0 = 60 ê�ö è f0 = 180 ê�ö ñ ðàçëè÷íûìè îá-

ëàñòÿìè îòñëîåíèÿ (S1, S2, S3), à òàêæå ïîëíîñòüþ ïðèêëåííîãî ïüåçîàêòó-

àòîðà, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.22. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àìïëèòóäà ïå-

ðåìåùåíèé, âûçâàííûõ íåäîêëååííûì àêòóàòîðîì, çíà÷èòåëüíî íèæå àíà-

ëîãè÷íûõ ïåðåìåùåíèé, âûçâàííûõ ïîëíîñòüþ ïðèêëååííûì àêòóàòîðîì,

ââèäó ìàëîñòè îáëàñòè êîíòàêòà àêòóàòîðà ñ ïëàñòèíîé. Íî, êàê âèäíî
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�èñ. 4.22: Ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèé u̇z(t) íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 60 ê�ö (ñëåâà) è

f0 = 180 ê�ö (ñïðàâà), èçìåðåííûå äëÿ íàïðàâëåíèÿ φ = 130◦

íà ðèñ. 4.22, àìïëèòóäà ñêîðîñòåé ïåðåìåùåíèé íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå

f0 = 180 ê�ö çíà÷èòåëüíî âûøå äëÿ íåäîêëååííîãî àêòóàòîðà, ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ïîëíîñòüþ ðàáîòîñïîñîáíûì. Ïî-âèäèìîìó, ýòî ñâÿçàíî ñ âîçíèê-

íîâåíèåì ñòîÿ÷èõ âîëí, åñëè öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà áëèçêà ê ðåçîíàíñíûì

÷àñòîòàì fn, è ñèãíàë ¾ïîéìàí â ëîâóøêó¿ âíóòðè àêòóàòîðà.

Äëÿ àíàëèçà âðåìåíè ïðèõîäà è çíà÷åíèÿ íåñóùåé ÷àñòîòû ñèãíà-

ëîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî âèáðîìåòðà, èñïîëüçîâà-

ëîñü âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.23. Íà-

áëþäàåòñÿ ñäâèã çíà÷åíèé íåñóùåé ÷àñòîòû è âðåìåíè å¼ ïðèõîäà. �èñ.
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�èñ. 4.23: Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ðàáîòîñïîñîáíîãî àêòóàòîðà (ñëåâà) è ñèëüíî

íåïðîêëååííîãî (ñïðàâà) íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå 150 ê�ö è äëÿ íàïðàâëåíèÿ φ = 230◦
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�èñ. 4.24: Íåñóùèå ÷àñòîòû âîëíîâûõ ïîëåé, ñãåíåðèðîâàííûõ àêòóàòîðàìè �4, 8, 12 è

16, ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ

4.24 ïîêàçûâàåò çíà÷åíèÿ íåñóùåé ÷àñòîòû, ðàññ÷èòàííûå äëÿ êàæäîãî èç-

ìåðåíèÿ. Íàáëþäàåòñÿ ðàçëè÷èå â öåíòðàëüíîé è íåñóùåé ÷àñòîòàõ äëÿ

íåäîêëååííûõ ïüåçîàêòóàòîðîâ, ïðè÷åì ïðè óâåëè÷åíèè îáëàñòè îòñëîåíèÿ

çíà÷åíèå íåñóùåé ÷àñòîòû ñèëüíåå îòëè÷àåòñÿ îò öåíòðàëüíîé, è ñäâèãàåò-

ñÿ â ñòîðîíó áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò. �àçíèöà ìåæäó öåíòðàëüíîé è íåñóùåé

÷àñòîòàìè çàâèñèò òàêæå îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

�èñ. 4.25 ïîêàçûâàåò âðåìÿ ïðèõîäà íåñóùåé ÷àñòîòû äëÿ êàæäîãî

èçìåðåíèÿ â ñëó÷àå íåäîêëååííûõ àêòóàòîðîâ ñ ðàçíîé îðèåíòàöèåé îá-

ëàñòè îòñëîåíèÿ S3 (θ = 0◦, 45◦, 180◦) â ñðàâíåíèè ñ àíàëîãè÷íûìè èçìå-

ðåíèÿìè äëÿ ïîëíîñòüþ ðàáîòîñïîñîáíîãî àêòóàòîðà. Ïðè çíà÷èòåëüíûõ

îòñëîåíèÿõ àêòóàòîðà âðåìÿ ïðèõîäà íåñóùåé ÷àñòîòû óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðî-
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�èñ. 4.25: Âðåìÿ ïðèõîäà íåñóùåé ÷àñòîòû â ñëó÷àå íåïðîêëåííûõ àêòóàòîðîâ �14,

15 è 16 ñ îðèåíòàöèåé îáëàñòè îòñëîåíèÿ S3 θ = 0◦, 45◦, 180◦ â ñðàâíåíèè ñ ïîëíîñòüþ

ïðèêëååííûì àêòóàòîðîì �4 íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå f0 = 150 ê�ö

ñòîì öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû íà íåêîòîðûõ íàïðàâëåíèÿõ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ

ïîëíîñòüþ ïðîêëååííîãî àêòóàòîðà íàáëþäàåòñÿ ðàâíîìåðíîå óìåíüøåíèå

âðåìåíè ïðèõîäà íåñóùåé ÷àñòîòû ïðè óâåëè÷åíèè öåíòðàëüíîé ÷àñòîòû.

Íà ðèñ. 4.23�4.25 âèäíî, ÷òî è âðåìÿ ïðèõîäà, è çíà÷åíèå íåñóùåé

÷àñòîòû çàâèñÿò îò �îðìû îòñëîåíèÿ. Òåîðåòè÷åñêè, âðåìÿ ïðèõîäà è çíà-

÷åíèå íåñóùåé ÷àñòîòû, à òàêæå ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû fn, ìîãóò èñïîëüçî-

âàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàëè÷èÿ, �îðìû è ìåñòîïîëîæåíèÿ îòñëîåíèé.

Äëÿ áîëåå ïîëíîãî àíàëèçà äëÿ âñåõ øåñòíàäöàòè àêòóàòîðîâ áûëè

ïðîâåäåíû èçìåðåíèÿ èìïåäàíñà, ïîñëå ÷åãî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ÷àñòîò-

íîãî ñäâèãà è ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ èç âðåìåííîé îáëàñòè â ÷àñòîòíóþ

áûëè ðàññ÷èòàíû çíà÷åíèÿ ðåàêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè B, êîòîðàÿ îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ìíèìàÿ ÷àñòü àäìèòòàíñà Y = G + iB (àäìèòòàíñ � âåëè÷è-

íà îáðàòíàÿ èìïåäàíñó Z = 1/Y ). Óñðåäíÿÿ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïî 5

ïîâòîðåíèÿì áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ðåàêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè B, êîòî-

ðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.26. Èç àíàëèçà ãðà�èêîâ íà ðèñ. 4.26 ìîæíî

çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ïðèêëååííûõ àêòóàòîðîâ �1�4 ïðîÿâëÿþòñÿ ðåçîíàíñ-

íûå ÷àñòîòû ïðèìåðíî ïðè 720 ê�ö è 940 ê�ö. Ñ ðîñòîì ïëîùàäè îòñëîåíèÿ

àêòóàòîðà ïðîÿâëÿåòñÿ áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò â ðàññìàò-
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�èñ. 4.26: �åàêòèâíàÿ ïðîâîäèìîñòü B(f) îòñëîèâøèõñÿ êðóãîâûõ ïüåçîàêòóàòîðîâ

ðèâàåìîì äèàïàçîíå äî 1000 ê�ö. Äëÿ ñèëüíî îòêëååííûõ àêòóàòîðîâ íà-

áëþäàåòñÿ ñèëüíûé ðåçîíàíñ ïðè ÷àñòîòàõ èç èíòåðâàëà 180�200 ê�ö, ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó íåñóùåé ÷àñòîòû, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ íà ðèñ. 4.23.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå îñ-

íîâíûå ðåçóëüòàòû:

1) äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà ðàç-

ðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ è êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü íà îñíîâå ìåòîäà êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-

ëè÷íûõ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ;

2) âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïî-

âåäåíèÿ ïîëîñîâîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî àêòóàòîðà ñ àíàëîãè÷íûìè

äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ñèñòåìå COMSOL. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíà-

ëèç ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîò ïüåçîàêòóàòîðà, èõ çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ

îáðàçöà;

3) ðàçðàáîòàíà ñâÿçàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ è êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, êî-

òîðàÿ íà îñíîâå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà îïèñûâàåò äèíàìè÷åñêîå âçàèìî-

äåéñòâèå ïüåçîàêòóàòîðà è óïðóãîãî âîëíîâîäà ñ ó÷åòîì ðàçëè÷íûõ

óñëîâèé êîíòàêòà. Ïüåçîàêòóàòîð îïèñûâàåòñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, à ãåíåðèðóåìûå èì âîëíîâûå ïîëÿ

â óïðóãîì ñëîå � ïîëóàíàëèòè÷åñêèì èíòåãðàëüíûì ïîäõîäîì. �àçðà-

áîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âåðè�èöèðîâàíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè;

4) ïðîâåäåí àíàëèç ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ, ïðîèçâåäåíî ñðàâ-

íåíèå ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñ àíàëîãè÷íûìè äàííûìè, ðàññ÷è-

òàííûìè íà îñíîâå äðóãèõ ìåòîäîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçîíàíñíûå

÷àñòîòû è ýíåðãèè óïðóãèõ âîëí, âîçáóæäàåìûõ ïüåçîàêòóàòîðîì ñ

ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè êîíòàêòà;

5) ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ÿâëåíèé, ñî-
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ïðîâîæäàþùèõ âîçáóæäåíèå óïðóãèõ âîëí ïîëîñîâûìè è êðóãîâûìè

ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè àêòóàòîðàìè ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ êîíòàêòà ñ óïðó-

ãîé ïîäëîæêîé;

6) ïðîàíàëèçèðîâàí ñäâèã âðåìåíè ïðèõîäà è çíà÷åíèÿ íåñóùåé ÷àñòîòû

ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñèãíàëà ïðè ÷àñòè÷íîì îòñëîåíèè ïüåçîàêòóàòîðà

îò óïðóãîãî âîëíîâîäà íà îñíîâå âåéâëåò-àíàëèçà, à òàêæå ïðîâåäåí

àíàëèç èçìåíåíèé ýëåêòðè÷åñêîãî èìïåäàíñà ïðè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè

êîíòàêòà ïüåçîàêòóàòîðà ñ óïðóãîé ïîäëîæêîé.
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