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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию плоских задач ме-

ханики контактного взаимодействия. В ней рассматривается контакт
слоев, поверхностные свойства или профиль которых описываются быст-

ро изменяющимися функциями, и регулярной системы жестких штам-
пов.

0.1 Обзор литературы

Считается, что исследование механики контактного взаимодействия
началось в 1882 году с работы Г. Герца [93], в которой он описывал реше-

ние задачи о контакте двух упругих тел с искривленными поверхностя-
ми. Результаты этих исследований, а также тех, которые были изложены

в более поздней работе 1895 года [94], стали считаться классическими и
до сих пор не потеряли своей ценности, несмотря на ряд серьезных допу-

щений в исходной постановке. С контактными задачами также связаны
и такие основополагающие задачи, как задача о действии сосредоточен-
ной силы на полупространство, решенная Я. Буссинеском в 1885 году

[90], и задача о действии нагрузки на полуплоскость, решенная Флама-
ном в 1892 году [95]. Следует отметить и, по-видимому, первую плос-

кую контактную задачу, поставленную и решенную С.А. Чаплыгиным в
1900 г., в которой он рассмотрел общую задачу давления цилиндра на

упругую почву. Однако работа не была опубликована и была найдена
в архивных документах [86], поэтому задачу для штампа с плоским ос-

нованием принято называть задачей М.А. Садовского, о которой расска-
зывается в работе [104]. До 30-х годов XX века всесторонние теоретико-
экспериментальные исследования подтверждали теорию Герца и способ-

ствовали развитию ее применений в инженерном деле. Фундаментальные
же исследования в области контактной механики практически не прово-

дились, так как отсутствовала необходимая математическая база.

В 30-х годах XX столетия академиком Н.И. Мусхелишвили и его по-
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следователями начали развиваться эффективные методы теории функ-
ции комплексного переменного (см. [68, 69]). Ими были получены осно-

вополагающие результаты в области интегральных уравнений, методах
интегральных преобразований, теории потенциала. Они позволили полу-
чить решения новых задач теории упругости и, в частности, контактных

задач. В самом общем виде было получено решение основной смешан-
ной задачи о полуплоскости. Несомненно, математический аппарат, со-

зданный академиком А.М. Ляпуновым [100], также внес существенный
Вклад в развитие теории контактных взаимодействий. В дальнейшем он

использовался, например, И.Я. Штаерманом [87]. В.А. Флорин предло-
жил приближенное решение задачи о штампе, жестко связанном с ос-

нованием [85]. Нельзя пройти мимо фундаментальных работ таких ав-
торов, как Л.А. Галина, А.Ю. Ишлинского, А.И. Лурье, Д.И. Шермана,
В.М. Абрамова, Н.А. Кильчевского, М.Я. Леонова, В.И. Моссаковского,

Г.Н. Савина и пр. Вследствие высокого темпа развития данной тематики
во второй половине XX века выходят сборники работ [63, 64]. Доскональ-

ный обзор развития механики контактного взаимодействия отражен в об-
зорной книге «Развитие теории контактных задач в СССР», редактором

которой выступил Л.А. Галин [78]. Этот сборник включает в себя рабо-
ты десятков авторов и результаты, собранные почти из 1000 источников.
В ней дается классификация различных направлений развития контакт-

ных задач. В нее вошли, в том числе, результаты работ таких авторов
как В.М. Александров, А.Ю. Амензаде, Н.Х. Арутюнян, В.А. Бабешко,

А.В. Белоконь, И.И. Ворович, Л.А. Галин, Ф.Д. Гахов, В.И. Довнорович,
Б.А. Друянов, Д.Д. Ивлев, А.И. Лурье, В.С. Никишин, В.В. Панасюк,

М.И. Теплый, Г.П. Черепанов, Я.С. Уфлянд, Г.С. Шапиро [15, 17, 19, 28,
29, 47, 48, 70, 71, 84].

Разумеется, развитие механики контактного взаимодействия продол-
жилось и после выхода [78]. Следующая обзорная книга, вышедшая в
2001 году под названием «Механика контактных взаимодействий» [65],

подытожила результаты публикаций, вышедших в период 1976–2001 го-
дов ([2–6, 10–13, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 38, 41, 49–56, 66, 67, 72–76, 77,

79, 81, 83, 88, 92] и другие).

Отдельно следует отметить раздел, написанный Е.В. Коваленко [39] и

посвященный доскональному обзору задач контактного взаимодействия
для тел с покрытиями. За рубежом также развивалась контактная ме-

ханика, что отражено в книгах Дж. Гладуэлла и К. Джонсона [27, 91].

С темой данной диссертации тесно связаны два параграфа этой кни-
ги. Во-первых, это параграф, написанный А.В. Манжировым [57], в ко-
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тором дается обзор контактных задач для неоднородных стареющих вяз-
коупругих тел и описывается проекционный метод решения. Развитие и

обобщение этого метода описано в [62, 103].
Дальнейшее развитие механика контактного взаимодействия получи-

ла в работах С.М. Айзиковича, В.М. Александрова, А.В. Белоконя,

Т.И. Белянковой, В.В. Калинчука, Л.И. Кренева, И.С. Трубчика,
М.И. Чебакова [1, 7, 8, 22, 23, 37, 41, 82]. Механика контактного

взаимодействия для тел с покрытиями особенно активно исследуется
А.В. Манжировым и К.Е. Казаковым в их работах [30, 31, 58, 60, 96,

101, 102]. В их работах рассматриваются задачи одиночного контакта
жестких штампов и оснований с покрытиями со сложными свойствами,

а также описываются и обосновываются математические методы ре-
шения таких задач. Данная диссертация является продолжением этих
исследований для случая множественного контактного взаимодействия.
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0.2 Описание работы

Работа состоит из введения, двух глав, заключения и списка литерату-
ры. Список литературы включает 104 наименования. Основные резуль-

таты диссертационной работы отражены в публикациях [32–36, 42–46,
59, 61, 97–99]. Общее количество иллюстраций в работе — ???.

В первой главе исследуется взаимодействие регулярной системы

жестких штампов и вязкоупругого основания с тонким покрытием пе-
ременной толщины в случае, когда поверхности штампа и покрытия яв-
ляются согласованы. В дальнейшем под регулярной системой штампов

будем понимать множество одинаковых штампов, расстояния между ко-
торыми одинаковы. Такая задача возникает, когда, например, штампы

погружаются в еще незатвердевшее покрытие, изготовленное, из клея,
бетона в его молодом возрасте, полимерных материалов, в результате че-

го форма покрытия в точности совпадает с формой оснований штампов.
Рассмотрен случай плоской деформации. Получены разрешающие си-
стемы смешанных интегральных уравнений. Даны различные постанов-

ки задач. Получены аналитические решения для всех возможных поста-
новок. Для решения систем смешанный уравнений с дополнительными

условиями развит обобщенный проекционный метод, описанный во вве-
дении. Проведены численные расчеты для ряда модельных задач, среди

которых присутствуют задачи, в которых формы поверхностей описыва-
ются быстро изменяющимися функциями.

Во второй главе исследуются плоские контактные задачи для регу-

лярной системы одинаковых жестких штампов и вязкоупругого поверх-
ностно неоднородного основания, т.е. основания с покрытием, свойства

которого не меняются по глубине, но зависят от продольной координаты.
Поверхностная неоднородность обуславливается особенностями нанесе-
ния покрытия на нижний слой, обработкой поверхностных слоев (трав-

ление, лазерная обработка, термическая обработка, ионная имплантация
и т. д.). Неоднородность может быть связана с использованием материа-

лов с различными свойствами при изготовлении покрытий. Как и в пер-
вой главе рассмотрен случай плоской деформации. Получены разрешаю-

щие системы смешанных интегральных уравнений. Для всех возможных
вариантов постановки задачи при помощи получены аналитические ре-

шения. Исследован модельный пример, в котором покрытие состоит из
нескольких материалов, т.е. его неоднородность описывается разрывной
функцией.



0.2. Описание работы 8

Заключение содержит основные выводы по диссертационной работе.

Описанные задачи актуальны как с теоретической точки зрения, так

и с точки зрения практических приложений. Практическая значимость
таких исследований связана с необходимостью учета неоднородности или

форм поверхностей, так как подобные свойства приобретаются за счет,
например, поверхностной обработки и особенностей изготовления кон-
тактирующих тел и могут вносить существенный вклад в характер пове-

дения контактирующих тел. В теоретическом плане такие задачи инте-
ресны тем, что для их решения необходимо усовершенствовать старые и

разрабатывать новые методы решения систем смешанных интегральных
уравнений (т.е. интегральных уравнений, содержащих как интегралы с

постоянными пределами интегрирования, так и интегралы с переменны-
ми пределами интегрирования), в состав которых входят быстро изме-
няющиеся функции. Математическое моделирование контактного взаи-

модействия дает возможность проводить численные эксперименты для
выбора необходимых материалов слоя с целью упрочнения основания

либо для управления поведением штампов на слое.

Цель диссертационной работы состоит в исследовании новых задач

механики контактного взаимодействия вязкоупругих стареющих тел с
покрытиями и систем штампов, установлении закономерности эволюции

контактных характеристик с неоднородными покрытиями и с покрыти-
ями, имеющими сложную форму поверхности.

Целями и задачами данной работы являются постановка и исследова-
ние плоских задач множественного контакта упругих и вязкоупругих тел
с покрытиями, форма которых совпадает с формами оснований штампов

(согласованный контакт), либо с поверхностно неоднородными покрыти-
ями в случае, когда формы и неоднородности описываются быстро из-

меняющимися функциями; развитие обобщенного проекционного мето-
да решения систем смешанных интегральных уравнений; формулировка

выводов.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Построение аналитического решения плоской задачи множествен-
ного контакта регулярной системы одинаковых жестких штампов и вяз-

коупругого стареющего основания с покрытием, форма которого совпа-
дает с формами оснований штампов (т.е. когда их профили согласованы).

2. Построение аналитического решения плоской задачи множествен-
ного контакта регулярной системы одинаковых жестких штампов и вяз-
коупругого стареющего основания с поверхностно неоднородным (про-
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дольно неоднородным в плоском случае) покрытием, т.е. покрытием,
свойства которого не меняются по глубине, но зависят от продольной

координаты.

3. Применение проекционного метода для решения систем смешанных

интегральных уравнений в контактных задачах для тел с покрытиями.

4. Анализ полученных результатов, формулировка выводов.

Научная новизна диссертации состоит в том, что в ней впервые рас-
смотрены задачи множественного контакта, учитывающих поверхност-

ную неоднородность покрытий и согласованность контакта. Для постро-
ения аналитических решений поставленных задач развит обобщенный

проекционный метод А.В. Манжирова. Исследованы механические эф-
фекты связанные с множественностью контакта, сильной неоднородно-
стью покрытий и сложных форм контактирующих поверхностей.

Методы исследования представленных в диссертации задач опирают-

ся на классические методы контактной механики и, в частности, на тео-
рию контактного взаимодействия тел с покрытиями, результаты и под-

ходы математического и функционального анализа, обыкновенных диф-
ференциальных уравнений и дифференциальных уравнений в частных

производных, интегральных уравнений.

Достоверность результатов, полученных в диссертации, обеспечивает-
ся строгостью вышеописанных математических методов при построении
аналитических решений задач. Сформулированные результаты допуска-

ют физическую и геометрическую интерпретацию и соответствуют пред-
ставлениям о протекающих процессах и поведении контактирующих тел.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы были пред-

ставлены на Международной молодёжной научной конференции
«XXXVIII Гагаринские чтения» (Москва, 2012); III Международной кон-

ференции «Актуальные проблемы механики сплошной среды» (Цахкад-
зор, Армения, 2012); VII Всероссийской конференции по механике дефор-
мируемого твёрдого тела (с международным участием) (Ростов-на-Дону,

2013); XVII Международной конференции «Современные проблемы ме-
ханики сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 2014); VIII Международ-

ной конференции «Проблемы динамики взаимодействия деформируе-
мых сред» (Горис-Степанакерт, Армения, 2014); Международной научно-

технической конференции «Актуальные проблемы трибологии техноло-
гических, энергетических и транспортных машин» (Самара, 2014); Меж-

дународном симпозиуме IUTAM Symposium on Growing solids (Москва,
2015); XLII Международной молодёжной научной конференции «Гага-
ринские чтения» (Москва, 2016); Всероссийской научно-технической кон-
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ференции «Механика и математическое моделирование в технике», по-
священной 100-летию со дня рождения В.И. Феодосьева (Москва, 2016);

IX Всероссийской конференции «Механика деформируемого твердого те-
ла» (Воронеж, 2016); Международной школе-конференции молодых уче-
ных МЕХАНИКА-2016 (Цахкадзор, Армения, 2016); Научной конферен-

ции «Проблемы прочности, динамики, ресурса и оптимизации», посвя-
щенной 80-летию со дня рождения В.П. Малкова (Нижний новгород,

2016).
Большинство исследований выполнено в рамках проектов, финан-

сируемых Российским фондом фундаментальных исследований (проек-
ты №12-01-00991 а, №16-31-00329 мол_а) и Министерства образования и

науки РФ (тема 1.2640.2014).

В двух параграфах, предшествующих основным главам, излагаются
решения основополагающих задач о равновесии однородного и неодно-

родного слоев, а также дается описание обобщенного проекционного ме-
тода решения смешанных интегральных уравнений.
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0.3 Равновесие полосы

Интегральные уравнения, используемые в диссертационной работе,
опираются на результаты исследований, опубликованных в [8, 11]. В этих

работах решены две основополагающие задачи: 1) задача о равновесии
однородного слоя произвольной толщины под действием распределен-

ной нагрузки; 2) задача о равновесии тонкого неоднородного слоя под
действием распределенной нагрузки. Постановки и решения обеих задач
приведены ниже.

1. Равновесие однородной полосы.

Рассмотрим задачу равновесия вязкоупругого стареющего однородно-
го слоя толщиной h, изготовленного в момент времени τ ∗ и лежащего на

подстилающем недеформируемом основании, на который действует нор-
мальная q(x, t) и касательная τ(x, t) распределенные нагрузки (рис. 1).

Будем рассматривать случай плоской деформации.

Для нахождения перемещений будем искать решение уравнения Ламе

2(1− ν)grad div u(x, y, t)− (1− 2ν)rot rot u(x, y, t) = 0. (0.1)

Здесь u(x, y, t) = (u(x, y, t) v(x, y, t) 0) — вектор перемещений точек

слоя, ν — коэффициент Пуассона, который будем считать постоянной
величиной. Деформации слоя и перемещения связаны формулами Коши

εx(x, y, t) =
∂u(x, y, t)

∂x
, εy(x, y, t) =

∂v(x, y, t)

∂y
,

γxy(x, y, t) =
∂u(x, y, t)

∂y
+
∂v(x, y, t)

∂x
;

(0.2)

а напряжения в слое и деформации следующими определяющими соот-

ношениями

σx(x, y, t) =
2G(t− τ ∗)

1− 2ν
(I + N)[(1− ν)εx(x, y, t) + νεy(x, y, t)],

σy(x, y, t) =
2G(t− τ ∗)

1− 2ν
(I + N)[(1− ν)εy(x, y, t) + νεx(x, y, t)],

τxy(x, y, t) = G(t− τ ∗)(I + N)γxy(x, y, t),

σz(x, y, t) = ν[σx(x, y, t) + σy(x, y, t)],

Nf(t) =

t
∫

τ0

R(t− τ ∗, τ − τ ∗)f(τ) dτ,

(0.3)
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Фиг. 1. Равновесие однородной полосы

где N — интегральный оператор Вольтерра с ядром релаксации R(t −
τ ∗, τ−τ ∗), I — тождественный оператор, (I+N) — резольвентный опера-
тор, G(t) — модуль упругомгновенной деформации при сдвиге. Следует

также отметить, что рассматриваются такие материалы, для которых
коэффициенты Пуассона постоянны. Здесь и далее для аппроксимации

модуля G(t) будем пользоваться зависимостью G(t) = G0(1 − χe−αt), в
которой G0 — модуль сдвига для материала весьма старого возраста, а χ

и α — положительные константы, зависящие от конкретного материала.
В качестве ядра релаксации R(t, τ) будем пользоваться соотношением
R(t, τ) = 1

G(t)
∂
∂τ

[Ω(t, τ) − G(τ)], в котором Ω(t, τ) — мера релаксации

при сдвиге, для аппроксимации которой обычно используется функция
Ω(t, τ) = (A + Be−βτ)(1 − e−γ(t−τ)), где A, C, β, γ — положительные

константы, зависящие от конкретного материала. Детально об основах
ползучести неоднородных стареющих тел и, в частности, об основных со-

отношениях линейной теории ползучести, можно прочитать, например,
в [11].

Из формул (0.2) и (0.3) следует, что напряжения и перемещения свя-
заны соотношениями

σx(x, y, t) =
2G(t− τ ∗)

1− 2ν
(I + N)

[

(1− ν)
∂u(x, y, t)

∂x
+ ν

∂v(x, y, t)

∂y

]

,

σy(x, y, t) =
2G(t− τ ∗)

1− 2ν
(I + N)

[

(1− ν)
∂v(x, y, t)

∂y
+ ν

∂u(x, y, t)

∂x

]

,

τxy(x, y, t) = G(t− τ ∗)(I + N)

[

∂u(x, y, t)

∂y
+
∂v(x, y, t)

∂x

]

.

(0.4)

Применим интегральное преобразование Фурье по переменной x к
уравнениям (0.1) считая, что U(ω, y, t) является образом u(x, y, t), а



0.3. Равновесие полосы 13

V (ω, y, t) — образом v(x, y, t), то есть

U(ω, y, t) =

∞
∫

−∞

u(x, y, t)eiωx dx, u(x, y, t) =
1

2π

∞
∫

−∞

U(ω, y, t)e−iωx dω,

V (ω, y, t) =

∞
∫

−∞

v(x, y, t)eiωx dx, v(x, y, t) =
1

2π

∞
∫

−∞

V (ω, y, t)e−iωx dω.

(0.5)

Тогда мы получим систему дифференциальных уравнений второго по-

рядка для функций U(ω, y, t) и V (ω, y, t) относительно переменной y

(1− 2ν)U ′′yy(ω, y, t)− 2(1− ν)ω2U(ω, y, t)− iωV ′y(ω, y, t) = 0,

2(1− ν)V ′′yy(ω, y, t)− (1− 2ν)ω2V (ω, y, t)− iωU ′y(ω, y, t) = 0,

общее решение которой имеет вид

U(ω, y, t) = [A1(ω, t) + A2(ω, t)ωy] ch(ωy)+

+ [B1(ω, t) +B2(ω, t)ωy] sh(ωy),

V (ω, y, t) = i{[B1(ω, t)− A2(ω, t)κ+ B2(ω, t)ωy] ch(ωy)+

+ [A1(ω, t)−B2(ω, t)κ+A2(ω, t)ωy] sh(ωy)},

(0.6)

где κ = 3 − 4ν. Функции A1(ω, t), A2(ω, t), B1(ω, t), B2(ω, t) подле-
жат определению из граничных условий задачи. Используя выражения

(0.5), (0.6), необходимые в дальнейшем формулы (0.4) для напряжений
σy(x, y, t) и τxy(x, y, t) можно представить в виде

σy(x, y, t) =
iG(t− τ ∗)

2π
(I + N)

∞
∫

−∞

{

[−(κ+ 1)B2(ω, t) + 2A1(ω, t)+

+ 2ωyA2(ω, t)] ch(ωy) + [−(κ+ 1)A2(ω, t) + 2B1(ω, t)+

+ 2ωyB2(ω, t)] sh(ωy)
}

ωe−iωxdω,

τxy(x, y, t) =
G(t− τ ∗)

2π
(I + N)

∞
∫

−∞

{

[−(κ− 1)A2(ω, t) + 2B1(ω, t)+

+ 2ωyB2(ω, t)] ch(ωy) + [−(κ− 1)B2(ω, t) + 2A1(ω, t)+

+ 2ωyA2(ω, t)] sh(ωy)
}

ωe−iωxdω.

(0.7)

Пусть полоса защемлена по основанию. Тогда условия на нижней гра-
ни слоя представимы в виде

u(x, 0, t) = 0, v(x, 0, t) = 0. (0.8)
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Условия же на верхней грани ставятся относительно напряжений

σy(x, h, t) = −q(x, t), τxy(x, h, t) = τ(x, t).

Предполагая, что как касательная, так и нормальная распределенные
нагрузки действуют лишь на участке x ∈ [−a, a], получим

σy(x, h, t) =

{

−q(x, t), x ∈ [−a, a],
0, x /∈ [−a, a],

τxy(x, h, t) =

{

−τ(x, t), x ∈ [−a, a],
0, x /∈ [−a, a].

(0.9)

Если эти функции непрерывны в (−a, a) и абсолютно интегрируемы при
x ∈ [−a, a], для них также можно воспользоваться преобразованием Фу-
рье

Q(ω, t) =

a
∫

−a

q(x, t)eiωx dx, q(x, t) =
1

2π

∞
∫

−∞

Q(ω, t)e−iωx dω,

T (ω, t) =

a
∫

−a

τ(x, t)eiωx dx, τ(x, t) =
1

2π

∞
∫

−∞

T (ω, t)e−iωx dω,

(0.10)

Подставив (0.6) в граничные условия (0.8), а (0.7) и (0.10) в гранич-
ные условия (0.9), получим систему для определения функций A1(ω, t),

A2(ω, t), B1(ω, t), B2(ω, t), решение которой имеет вид

A1(ω, t) ≡ 0,

A2(ω, t) = (I− L)

[

− T (ω, t)

G(t− τ ∗)

2ωh sh(ωh)− (κ+ 1) ch(ωh)

D(ωh)
+

+ i
Q(ω, t)

G(t− τ ∗)

2ωh ch(ωh)− (κ− 1) sh(ωh)

ωD(ωh)

]

,

B1(ω, t) = κA2(ω, t),

B2(ω, t) = (I− L)

[

T (ω, t)

G(t− τ ∗)

2ωh ch(ωh) + (κ− 1) sh(ωh)

D(ωh)
−

− i
Q(ω, t)

G(t− τ ∗)

2ωh sh(ωh) + (κ+ 1) ch(ωh)

ωD(ωh)

]

.

(0.11)

Здесь введено обозначение D(u) = 2κ ch(2u) + κ2 + 1 + 4u2, а I − L =
(I + N)−1.
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В результате, для нахождения перемещений u(x, y, t) и v(x, y, t) необ-
ходимо подставить (0.11) в (0.6), а затем перейти от полученных образов

перемещений к оригиналам при помощи формул (0.5). Приведем лишь
окончательные формулы для перемещений верхней грани слоя

u(x, h, t) = (I− L)
1

πθ(t)

{

a
∫

−a

τ(ξ, t) dξ

∞
∫

0

D11(ωh)

ωD(ωh)
cos[ω(ξ − x)] dω+

+ ε

a
∫

−a

q(ξ, t) dξ

∞
∫

0

D12(ωh)

ωD(ωh)

}

,

v(x, h, t) = −(I− L)
1

πθ(t)

{

a
∫

−a

q(ξ, t) dξ

∞
∫

0

D22(ωh)

ωD(ωh)
cos[ω(ξ − x)] dω−

− ε

a
∫

−a

τ(ξ, t) dξ

∞
∫

0

D21(ωh)

ωD(ωh)

}

,

(0.12)

где

D11(u) = 2κ sh(2u) + 4u, D22(u) = 2κ sh(2u)− 4u,

D12(u) = D21(u) = 2κ[ch(2u)− 1]− 8u2

κ− 1
,

θ(t) =
G(t− τ ∗)

1− ν
, ε =

1− 2ν

2(1− ν)
.

В диссертации нас будут интересовать вертикальные перемещения верх-

ней грани слоя, на который действует только нормальная распределен-
ная нагрузка. Поэтому из уравнений (0.12) и связи между модулем сдви-

га и модулем упругости E(t) = 2(1 + ν)G(t) следует

v(x, h, t) = −2(1− ν2)

π
(I− L)

1

E(t− τ ∗)

a
∫

−a

kpl

(

ξ − x

h

)

q(ξ, t) dξ, (0.13)

где kpl(s) — ядро плоской контактной задачи, вычисляемое по формуле

kpl(s) =

∞
∫

0

L(u)

u
cos(su) du, (0.14)

L(u) =
2κ sh(2u) + 4u

2κ ch(2u) + κ2 + 1 + 4u2
.
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Фиг. 2. Равновесие тонкой неоднородной полосы

Замечание 1. Если между подстилающим основанием и нижней гра-

нью слоя осуществляется гладкий контакт, то граничные условия на
нижней грани слоя принимают вид

v(x, 0, t) = 0, τxy(x, 0, t) = 0. (0.15)

В этом случае решение имеет вид (0.13), однако в ядре, опеределяемом

формулой (0.14), меняется функция L(u)

L(u) =
ch(2u)− 1

sh(2u) + 2u
.

Замечание 2. В случае, если слой является тонким по сравнению с

длиной отрезка [−a, a], на котором действует распределенная нагрузка,
формулу (0.13) можно преобразовать к виду

v(x, h, t) = −kνh(I− L)
q∗(x, t)

E(t− τ ∗)
, (0.16)

где kν = (1− ν − 2ν2)/(1− ν) в случае идеального контакта между под-

стилающим основанием и слоем, kν = 1−ν2 в случае гладкого контакта.

2. Равновесие тонкой неоднородной полосы.

Рассмотрим теперь задачу равновесия вязкоупругого стареющего
неоднородного слоя толщиной h, изготовленного в момент времени τ ∗

и лежащего на подстилающем недеформируемом основании, на который
действует нормальная q(x, t) распределенная нагрузка на отрезке [−a, a]
при условии, что слой является тонким по сравнению областью действия
нагрузки, то есть h ≪ 2a (рис. 2). Как и в предыдущей задаче, будем
рассматривать случай плоской деформации.
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Уравнения состояния такого слоя имеют вид:

σx(x, y, t) =
2G(x, t− τ ∗)

1− 2ν(x)
×

× (I + N){[1− ν(x)]εx(x, y, t) + ν(x)εy(x, y, t)},

σy(x, y, t) =
2G(x, t− τ ∗)

1− 2ν(x)
×

× (I + N){[1− ν(x)]εy(x, y, t) + ν(x)εx(x, y, t)},
τxy(x, y, t) = G(x, t− τ ∗)(I + N)γxy(x, y, t).

(0.17)

Деформации связаны с перемещениями формулами Коши (0.2), а для

напряжения выполняются условия равновесия

∂σx(x, y, t)

∂x
+
∂τxy(x, y, t)

∂y
= 0,

∂τxy(x, y, t)

∂x
+
∂σy(x, y, t)

∂y
= 0.

(0.18)

Предполагаем также, что на нижней грани осуществляется сцепление с

подстилающим основанием (0.15), а на верхней — гладкий контакт

σy(x, h, t) =

{

−q(x, t), x ∈ [−a, a],
0, x /∈ [−a, a],

τxy(x, h, t) = 0.

(0.19)

Так как слой тонкий и характерный размер области контакта суще-

ственно больше толщины слоя, то h/(2a) ≪ 1. Тогда представим ка-
сательное напряжение τxy(x, y, t) в виде разложения в ряд Тейлора по
координате y, в котором ограничимся лишь линейными слагаемыми

τxy(x, y, t) = k0(x, t) + k1(x, t)y.

Подставив это представление во второе граничное условие (0.19), полу-
чим

τxy(x, y, t) = k1(x, t)(y − h).

Тогда из второго уравнения равновесия (0.18) следует, что

σy(x, y, t) = −k′1(x, t)
(y − h)2

2
+ C(x, t),

которое с учетом первого граничного условия (0.19) преобразуется в

σy(x, y, t) = −k′1(x, t)
(y − h)2

2
− q(x, t),
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Используя полученное представление для напряжения σy(x, y, t) и урав-
нения состояния (0.17) можно вывести уравнение для напряжения

σx(x, y, t)

σx(x, y, t) =
2G(x, t− τ ∗)

1− ν(x)
(I + N)εx(x, y, t)−

− ν(x)

1− ν(x)

[

k′1(x, t)
(y − h)2

2
+ q(x, t)

]

. (0.20)

Выразив в первом уравнении равновесия σx(x, y, t) и приравняв его вы-

шезаписанному выражению с учетом того, что lim
|x|→∞

σx(x, y, t) = 0, по-

лучим соотношение

2G(x, t− τ ∗)

1− ν(x)
(I + N)εx(x, y, t)−

− ν(x)

1− ν(x)

[

k′1(x, t)
(y − h)2

2
+ q(x, t)

]

= −K1(x, t),

где K1(x, t) =
∫

k1(x, t) dx. Так как слой тонкий, то |K1(x, t)| ≫
h2

2
|k′1(x, t)| и тогда

2G(x, t− τ ∗)

1− ν(x)
(I + N)εx(x, y, t)−

ν(x)

1− ν(x)
q(x, t) = −K1(x, t),

Так как нижняя грань защемлена, то εx(x, 0, t) = 0 и тогда

K1(x, t) =
ν(x)

1− ν(x)
q(x, t), εx(x, y, t) ≡ 0.

В этом случае из (0.20) следует, что

σx(x, y, t) = − ν(x)

1− ν(x)
q(x, t),

а из первого уравнения (0.17)

εy(x, y, t) = −1− 2ν(x)

1− ν(x)
(I− L)

q(x, t)

2G(x, t− τ ∗)
.

Интегрируя полученное выражение для деформаций и используя гра-
ничное условие для перемещений (0.8), получим вертикальные переме-

щения верхней грани слоя

v(x, h, t) = − 1− 2ν(x)

2[1− ν(x)]
h(I− L)

q(x, t)

G(x, t− τ ∗)
=

= −1− ν(x)− 2ν2(x)

1− ν(x)
h(I− L)

q(x, t)

E(x, t− τ ∗)
.

(0.21)
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Замечание 3. Если между подстилающим основанием и нижней гра-
нью слоя осуществляется гладкий контакт, то граничные условия на

нижней грани слоя принимают вид (0.15), а решение принимает вид

v(x, h, t) = −1− ν(x)

2
h(I− L)

q(x, t)

G(x, t− τ ∗)
=

= −[1− ν2(x)]h(I− L)
q(x, t)

E(x, t− τ ∗)
.

(0.22)

Замечание 4. Если основание однородно, то решения (0.21) и (0.22)
совпадают с (0.16).

Замечание 5. Отметим, что напряжения σy(x, y, t) не зависят от глу-
бины и равны σy(x, y, t) = −q(x, t) при любых y ∈ [0, h].

Замечание 6. Если тонкое основание имеет переменную высоту, то в
случае идеального контакта перемещение верхней грани будет опреде-
ляться соотношением

v(x, h(x), t) = −1− ν(x)− 2ν2(x)

1− ν(x)
h(x)(I− L)

q(x, t)

E(x, t− τ ∗)
,

а в случае гладкого – соотношением

v(x, h(x), t) = −[1− ν2(x)]h(x)(I− L)
q(x, t)

E(x, t− τ ∗)
.
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0.4 Проекционный метод решения смешанных инте-

гральных уравнений

Описывается эффективный проекционный метод, позволяющий

строить решения в аналитической форме с выделенными главны-
ми особенностями так называемых смешанных интегральных уравне-

ний (см. [62, 103]), то есть уравнений, содержащих как интегральные
операторы Вольтерра, так и интегральные операторы Фредгольма. Этот

метод позволяет не только находить решения задач с неполной информа-
цией о правой части интегрального уравнения, но и получать эффектив-
ное аналитическое решение задачи для интегрального уравнения Фред-

гольма второго рода с заданной правой частью, которое отличается от
решения, построенного в [26].

1. Проекционная задача для смешанного операторного урав-

нения.

Интегральные уравнения, к которым сводятся задачи, рассматривае-

мые в данной диссертации, при помощи разнообразных замен перемен-
ных можно привести к операторному вида

c(t)(I− L1)y(t) + (I− L2)Fy(t) = f(t), t ∈ [t0, T ], (0.23)

в котором y(t), f(t) ∈ H×C(τ0, T ) — непрерывные функции параметра t

из пространстве H, c(t) ∈ C(τ0, T ), c(t) > 0 — непрерывная положитель-
ная функция параметра t; I — тождественный оператор; F : H → H —

интегральный оператор Фредгольма; L1 и L2 — операторы Вольтерра по
параметру t; H — гильбертово пространство, C(τ0, T ) — пространство

непрерывных в t ∈ (τ0, T ) функций. Известно также, что оператор F

является вполне непрерывным, самосопряженным и положительным, а

интегральные операторы L1 и L2 обладают следующим свойством: ре-
зультатом действия операторов (I − L1), (I − L2), [I − (ω1L1 + ω2L2)],
(I − L1)

−1, (I − L2)
−1, [I − (ω1L1 + ω2L2)]

−1 на непрерывную функцию

параметра t является непрерывная функция параметра t.

Представив пространствоH в виде прямой суммы ортогональных под-

пространств H(0) и H(1), запишем функции y(t) и f(t) в виде

y(t) = y(0)(t) + y(1)(t), f(t) = f (0)(t) + f (1)(t), (0.24)

где y(i)(t), f (i)(t) ∈ H(i) × C(τ0, T ) (i = 0, 1) — непрерывные функции
параметра t в соответствующих подпространствах.
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Обобщенная проекционная задача может быть сформулирована
следующим образом. Предположим, что функции f(t) и y(t) удовле-
творяют уравнению (0.23) и могут быть представлены в виде (0.24).
Необходимо при известных функциях y(0)(t) и f (1)(t) определить неиз-
вестные функции y(1)(t) и f (0)(t).

Для решения поставленной задачи необходимо ввести операторы ор-
тогонального проектирования Pi : H → H(i) (i = 0, 1) такие, что
P0 + P1 = I. Тогда очевидно, что Piy(t) = y(i)(t), Pif(t) = f (i)(t)

(i = 1, 2). Подействовав ортопроектором P1 на уравнение (0.23) полу-
чим операторное уравнение с известной правой часть

c(t)(I− L1)y
(1)(t) + (I− L2)P1Fy

(1)(t) =

= f (1)(t)− (I− L2)P1Fy
(0)(t), t ∈ [τ0, T ],

(0.25)

которое содержит компактный, самосопряженный и положительный опе-

ратор P1F : H(1) → H(1). Если функции ϕk являются собственными
функциями оператора P1F, соответствующими собственным значениям
γk, то есть P1Fϕk = γkϕk, то они образуют базис пространства H(1)

(k = 1, 2, 3, . . .). В этом случае произвольную непрерывную функцию
параметра t из подпространства H(1) можно представить в виде разло-

жения по этим функциям

y(1)(t) =

∞
∑

k=1

yk(t)ϕk, f (1)(t) =

∞
∑

k=1

fk(t)ϕk,

f̃ (1)(t) ≡ (I− L2)P1Fy
(0)(t) =

∞
∑

k=1

f̃k(t)ϕk,

(0.26)

в которых yk(t), fk(t), f̃k(t) ∈ H × C(t0,+∞) (k = 1, 2, 3, . . .). Подста-
вив (0.26) в (0.25) получим уравнение для нахождения функций yk(t)

yk(t) = (I + Wk)
fk(t)− f̃k(t)

c(t) + γk
, k = 1, 2, 3, . . . , (0.27)

где Wk — резольвентный оператор для оператора Lk = [c(t)L1 +
γkL2]/[c(t) + γk], (I − Lk)−1 = I + Wk (k = 1, 2, 3, . . .). В результате,

из уравнений (0.26) и (0.27) следует, что неизвестная функция y(1)(t)
принимает вид

y(1)(t) =
∞

∑

k=1

(I + Wk)
fk(t)− f̃k(t)

c(t) + γk
ϕk, t ∈ [τ0, T ].
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Подействовав ортопроектором P0 на уравнение (0.23) и учитывая то,
что функция y(1)(t) уже известна, получим уравнение для определения

функции f (0)(t)

f (0)(t) = c(t)(I− L1)y
(0)(t) + (I− L2)P0F[y(0)(t) + y(1)(t)], t ∈ [τ0, T ].

Отметим, что полученные решения существуют и единственны.

2. Решение смешанных интегральных уравнений.
Рассмотрим смешанное интегральное уравнение с системой из N до-

полнительных условий:

c(t)m(x)(I− L1)y(x, t) + (I− L2)Gy(x, t) = f(x, t), (0.28)
∫

Ω

y(ξ, t)fl(ξ) dΩξ = Ml(t), l = 1, 2, . . . , N, (0.29)

f(x, t) =

N
∑

l=1

αl(t)fl(x)− g(x, t), Gf(x, t) =

∫

Ω

k(x, ξ)f(ξ, t) dΩξ,

x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ],

в котором c(t) ∈ C(τ0, T ), m(x) ∈ L2(Ω), m(x) > 0, g(x, t) ∈ L2(Ω) ×
C(τ0, T ) — заданные функции, y(x, t) ∈ L2(Ω)×C(τ0, T ), αl(t) ∈ C(τ0, T )

(l = 1, 2, . . . , N) — искомые функции; Ω — ограниченное замкнутое мно-
жество в R (отрезок); {fl(x)}l=1,2,3,... (fl(x) ∈ L2(Ω)) — система линейно

независимых функций; I — тождественный оператор; Li (i = 1, 2) —
интегральные операторы Вольтерра с полярными либо непрерывными

ядрами Ki(t− τ0, τ − τ0) ∈ C(τ0, T )× C(τ0, T ); G : L2(Ω)→ L2(Ω) — по-
ложительно определенный, вполне непрерывный, самосопряженный опе-
ратор с ядром k(x, ξ) ∈ L2(Ω× Ω).

Произведя в (0.28), (0.29) замену переменных по приведенным ниже
формулам

Y (x, t) = y(x, t)
√

m(x), F (x, t) =
f(x, t)
√

m(x)
, K(x, ξ) =

k(x, ξ)
√

m(x)
√

m(ξ)

получим преобразованное интегральное уравнение и систему дополни-

тельных условий

c(t)(I− L1)Y (x, t) + (I− L2)FY (x, t) = F (x, t), (0.30)
∫

Ω

Y (ξ, t)
fl(ξ)

√

m(ξ)
dΩξ = Ml(t), l = 1, 2, . . . , N, (0.31)
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F (x, t) =
N

∑

l=1

αl(t)
fl(x)

√

m(x)
− g(x, t)

√

m(x)
, Ff(x, t) =

∫

Ω

K(x, ξ)f(ξ, t) dΩξ,

x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ].

Если предположить, что H = L2(Ω), то можно видеть, что уравнение
(0.30) совпадает с уравнением (0.23).

Чтобы построить решение в классе функций L2(Ω) × C(τ0, T ) урав-
нения (0.30) с дополнительными условиями (0.31) необходимо ввести в

рассмотрение базис в L2(Ω), содержащий в себе в явном виде функцию
1/

√

m(x). Это предположение следует из вида правой части уравнения

(0.30) и левых частей системы уравнений (0.31). Для построения такой
системы воспользуемся соотношениями

pk(x) =
p∗k(x)

√

m(x)
, Jkm =

∫

Ω

fk(ξ)fm(ξ)

m(ξ)
dΩξ, d0 = 1,

dk=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J11 J12 · · · J1k

J21 J22 · · · J2k
...

... . . . ...

Jk1 Jk2 · · · Jkk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, p∗k(x)=
1√

dk−1dk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J11 J12 · · · J1k

J21 J22 · · · J2k
...

... . . . ...

f1(x) f2(x) · · · fk(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

k,m = 1, 2, 3, . . .

(0.32)

Из (0.32) следует, что функции p1(x), p2(x), . . . , pN(x) могут быть пред-
ставлены в виде:

pl(x) =
l

∑

j=1

alj
fj(x)

√

m(x)
, l = 1, 2, . . . , N. (0.33)

Разрешая систему уравнений (0.33) относительно fi(x)/
√

m(x), получим

fl(x)
√

m(x)
=

l
∑

j=1

bljpj(x), l = 1, 2, . . . , N, (0.34)

где матрица, составленная из элементов blj, является обратной по отно-

шению к матрице, составленной из элементов alj (l, j = 1, 2, . . . , N).

Представив пространство L2(Ω) в виде суммы ортогональных под-

пространств L
(0)
2 (Ω) и L

(1)
2 (Ω), базисами которых являются системы

{pl(x)}l=1,2,...,N и {pk(x)}k=N+1,N+2,N+3..., соответственно, заметим, что
произвольные функции из L2(Ω)×C(τ0, T ) могут быть представлены как
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алгебраическая сумма функций из L
(0)
2 (Ω)×C(τ0, T ) и L

(1)
2 (Ω)×C(τ0, T ).

Тогда искомая функция Y (x, t) и функция F (x, t), стоящая в правой ча-
сти уравнения (0.30), принимают вид

Y (x, t) = Y (0)(x, t) + Y (1)(x, t), Y (0)(x, t) =
N

∑

l=1

Y
(0)
l (t)pl(x), (0.35)

F (x, t) = F (0)(x, t)+F (1)(x, t), F (0)(x, t)=

N
∑

l=1

[ N
∑

j=l

bjlαj(t)−g(0)
l (t)

]

pl(x),

F (1)(x, t) = −G(1)(x, t),
g(x, t)
√

m(x)
= G(0)(x, t) +G(1)(x, t),

G(0)(x, t)=
N

∑

l=1

g
(0)
l (t)pl(x), g

(0)
l (t)=

∫

Ω

g(x, t)
√

m(x)
pl(x) dΩξ, l = 1, 2, . . . , N.

(0.36)

Из дополнительных условий (0.31), представления (0.34), разложе-
ния (0.35), (0.36) и условия ортогональности системы базисных функций

{pk(x)}k=1,2,3,... следует, что

l
∑

j=1

bljY
(0)
j (t) = Ml(t), l = 1, 2, . . . , N.

Разрешая ее относительно Y
(1)
l (t), получим

Y
(0)
l (t) =

l
∑

j=1

aljMj(t), l = 1, 2, . . . , N. (0.37)

Таким образом, из представления (0.35) и формул для функций разло-
жения (0.37) следует, что функция Y (0)(x, t) может быть определена при

помощи соотношения

Y (0)(x, t) =
N

∑

l=1

pl(x)
l

∑

j=1

aljMj(t) (0.38)

Получается, что в представлении (0.35) для функции Y (x, t) известно

слагаемое Y (0)(x, t) ∈ L(0)
2 (Ω)×C(τ0, T ), а слагаемое Y (1)(x, t) ∈ L(1)

2 (Ω)×
C(τ0, T ) необходимо определить. В представлении функции F (x, t) об-

ратная ситуация — требуется определить F (0)(x, t) ∈ L(0)
2 (Ω)× C(τ0, T ),

а F (1)(x, t) ∈ L(1)
2 (Ω)×C(τ0, T ) известно. Это позволяют классифициро-

вать описанную задачу как один из случаев обобщенной проекционной
задачи, рассмотренной в предыдущем параграфе.



0.4. Проекционный метод 25

Опираясь на описанный ранее обобщенный метод, введем ортопроек-
торы, отображающие пространство L2(Ω) на L

(0)
2 (Ω) и L

(1)
2 (Ω) при помо-

щи следующих формул

P0f(x) =

∫

Ω

f(ξ)
N

∑

l=1

pl(x)pl(ξ) dΩξ, P1 = I−P0.

Очевидно, что PlY (x, t) = Y (l)(x, t), PlF (x, t) = F (l)(x, t) (l = 0, 1).

Как и ранее, подействовав оператором P1 на уравнение (0.30), получим
операторное уравнение с известной правой частью

c(t)(I− L1)Y
(1)(x, t) + (I− L2)P1FY

(1)(x, t) =

= −G(1)(x, t)− (I− L2)P1FY
(0)(x, t), x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ],

(0.39)

содержащее компактный самосопряженный оператор Гильберта-
Шмидта P1F : L

(1)
2 (Ω)→ L

(1)
2 (Ω), ядро которого имеет вид

K(1)(x, ξ) = K(x, ξ)−
∫

Ω

K(s, ξ)
N

∑

l=1

pl(x)pl(s) dΩs.

Решение (0.39) следует строить в виде ряда по собственным функциям
ϕk(x) оператора P1F, которые, очевидно, образуют базис пространства

L
(1)
2 (Ω): P1Fϕk(x) = γkϕk(x), где γk — соответствующие собственные

значения (k = N + 1, N + 2, N + 3, . . .). Сами собственные функции

представляются в виде

ϕk(x) =

∞
∑

m=N+1

ψkmpm(x), m = N + 1, N + 2, N + 3, . . .

Поскольку ядро K(x, ξ) раскладывается в двойной ряд по функци-

ям pk(x), то есть

K(x, ξ) =
∞

∑

m=1

∞
∑

l=1

Kmlpm(x)pl(ξ),

где коэффициенты разложения определяются формулами

Kml =

∫

Ω

∫

Ω

F (x, ξ)pm(x)pn(ξ) dΩx dΩξ,

то разложение ядра K(1)(x, ξ) принимает вид:

K(1)(x, ξ) =
∞

∑

m=N+1

∞
∑

l=N+1

Kmlpm(x)pl(ξ) +
N

∑

m=1

∞
∑

l=N+1

Kmlpl(x)pm(ξ).
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Спектральная задача преобразуется к бесконечной системе уравнений
относительно коэффициентов разложения ψkm и γk

∞
∑

l=N+1

Kmlψkl = γkψkm, k,m = N + 1, N + 2, N + 3, . . .

Представив функции Y (1)(x, t) и G(1)(x, t) в виде разложения по системе
собственных функций, то есть

Y (1)(x, t) =
∞

∑

k=N+1

Y
(1)
k (t)ϕk(x), G(1)(x, t) =

∞
∑

k=N+1

g
(1)
k (t)ϕk(x), (0.40)

в котором

g
(1)
k (t) =

∫

Ω

g(ξ, t)
√

m(ξ)
ϕk(ξ) dΩξ, k = N + 1, N + 2, N + 3, . . . ,

и подставив эти представления в уравнение (0.39), можно получить урав-

нение для определения функций разложения Y
(1)
k (t) (k = N + 1, N +

2, N + 3, . . .), решение которого будет иметь вид

Y
(1)
k (t) = −(I + Wk)

g
(1)
k (t) + (I− L2)

N
∑

l=1

K(l)kY
(0)
l (t)

c(t) + γk
,

k = N + 1, N + 2, N + 3, . . . ,

(0.41)

где K(l)k =
∞
∑

m=N+1

Kmlψkm, а Wk — резольвентный оператор для опера-

тора Lk = [c(t)L1 +γkL2]/[c(t)+γk], (I−Lk)−1 = I+Wk (l = 1, 2, . . . , N ,
k = N + 1, N + 2, N + 3, . . .). В результате из уравнений (0.40) и (0.41)

следует, что неизвестная функция Y (1)(t) принимает вид

Y (1)(x, t)=−
∞

∑

k=N+1

(I+Wk)

g
(1)
k (t)+(I− L2)

N
∑

l=1

K(l)kY
(0)
l (t)

c(t) + γk
ϕk(x), t ∈ [τ0, T ],

а функция y(x, t) уравнения (0.28) на основании полученного выраже-
ния, формул (0.35), (0.38) и замены Y (x, t) = y(x, t)

√

m(x) может быть
представлена выражением

y(x, t) =
1

m(x)

[ N
∑

l=1

p∗l (x)
l

∑

j=1

aljMj(t) +
∞

∑

k=N+1

Y
(1)
k (t)ϕ∗k(x)

]

,

x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ],

(0.42)
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в котором

ϕ∗k(x) =
√

m(x)ϕk(x) =
∞

∑

m=N+1

ψkmp
∗
m(x), k = N + 1, N + 2, N + 3, . . .

Уравнение (0.42) также можно представить в виде

y(x, t)=
1

m(x)

[ N
∑

l=1

( l
∑

j=1

aljMj(t)

)

p∗l (x)+
∞

∑

k=N+1

( ∞
∑

m=N+1

ψmkY
(1)
m (t)

)

p∗k(x)

]

,

x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ].

В полученном представлении отдельным сомножителем выделена функ-
ция m(x). Это дает возможность производить вычисления даже для

быстро изменяющихся функций m(x).
Подействовав ортопроектором P0 на уравнение (0.30) получим урав-

нения для определения функций αl(t):

αl(t) =
N

∑

i=l

ail

{

g
(0)
i (t) + c(t)(I− L1)

i
∑

j=1

aijMj(t)+

+ (I− L2)

[ N
∑

m=1

Kmi

( m
∑

j=1

amjMj(t)

)

+
∞

∑

k=N+1

K(i)kY
(1)
k (t)

]}

,

l = 1, 2, . . . , N, t ∈ [τ0, T ],

где функции g
(0)
i (t) определяются уравнением (0.36).



Глава 1

Контакт слоя с покрытием и системы

штампов, имеющих сложную форму

поверхности

В главе исследуются плоские задачи контакта систем одинаковых
жестких штампов и вязкоупругого стареющего основания с тонким по-
крытием в случае, когда формы поверхностей штампов повторяют фор-

му покрытий, то есть осуществляется конформный контакт. Такие за-
дачи возникают, например, в случаях, когда в еще незатвердевшее по-

крытие без напряжения погружаются штампы, а затем, после отвержде-
ния, эти штампы отсоединяются. В результате форма покрытия и формы

штампов в точности совпадают. В качестве таких материалов для таких
покрытий могут выступать многие полимеры, бетон в молодом возрасте

и т. п.
Для такой задачи контакта возможны 15 вариантов формулировок.

Для всех вариантов формулировок поставлены задачи, выписаны разре-

шающие смешанные интегральные уравнения и при помощи обобщенно-
го проекционного метода построены их аналитические решения. Решен

ряд модельных примеров, включающих случаи, когда формы штампов
и поверхностей задаются быстро изменяющимися функциями. Исследо-

вано влияние сложных форм поверхностей на кинематические характе-
ристики штампов и на распределение напряжений в области контакта.

Основные результаты главы отражены в работах [33, 42, 45, 59, 61,

98].
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1.1 Постановка задачи и общие соотношения

1. Формулировка задачи.

Однородный стареющий вязкоупругий слой толщины H, изготовлен-

ный в момент времени τ2, лежит на подстилающем недеформируемом
основании. Между слоем и подстилающим основанием осуществляется

либо идеальный контакт, либо гладкий. На слое располагается тонкое
вязкоупругое стареющее покрытие, изготовленное в момент времени τ1
из материала, отличного от материала основного слоя. Жесткость ос-

новного слоя не ниже жесткости покрытия, а между ними также либо
гладкий, либо идеальный контакт. Толщина покрытия h(x) является пе-

ременной величиной, однако в данной работе считается, что функция
h(x) периодична (период равен величине ∆a).

В момент времени τ0 ≥ max{τ1, τ2} на описанный пакет слоев начи-
нает действовать система n одинаковых жестких штампов шириной ā.

Расстояние между осями соседних штампов равна ∆a (система штампов
регулярна). Формы штампов в точности совпадают с формами покрытий

под ними, то есть осуществляется конформный контакт.

Считается также, что толщина покрытия h(x) много меньше ширины

области контакта ā; области контакта имеют ширины ā и со временем не
изменяются. Рассматривается случай плоской деформации.

Схема контактного взаимодействия представлена на рисунке 1.1.

Под воздействием нагрузки вышеописанное основание деформирует-
ся, а штампы перемещаются и поворачиваются.

На любом штампе возможен один из четырех типов условий:

тип 1, известны осадка штампа и его угол поворота;

тип 2, известны осадка штампа и момент приложения силы;

тип 3, известны угол наклона штампа и приложенная сила;

тип 4, известны приложенная сила и момент.

Несомненно, на каждом штампе возможен свой набор условий, незави-
симо от того, какие условия ставятся на других штампах. Несложно по-

казать, что существует 15 различных вариантов постановки задачи: 1)
когда на всех штампах заданы условия одного типа, то говорят об одной

группе штампов; таких постановок всего 4 (C1
4 = 4); 2) когда на части

штампов заданы одни условия, а на другой части — другие, то говорят о

двух группах штампов; таких постановок всего 6 (C2
4 = 6); 3) существует

4 (C3
4 = 4) постановки, когда штампы делятся на 3 группы штампов с

различными типами условий; 4) и, наконец, существует одна постановка
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Фиг. 1.1. Множественный конформный контакт для тел с покрытиями

(C4
4 = 1), когда можно выделить 4 группы штампов. Подход к решению

всех 15 вариантов подобен. В диссертационной работе будут рассмотрены

построения решений для всех возможных постановок.
Необходимо по известным данным определить недостающие величи-

ны, а также контактные давления под штампами. Например, если слой
вдавливаются 2 штампа, на одном из которых известны вдавливающая
сила и момент приложения нагрузки, а на другом — осадка и угол пово-

рота, то на первом штампе подлежат определению его осадка и угол пово-
рота, а на втором — приложенная сила и момент; под обоими штампами

также необходимо определить распределение контактных давлений.

2. Математическая модель задачи.

Для составления математической модели поставленной задачи, за-
меним штампы некоторыми распределенными нагрузками pi(x, t) (i =

1, 2, . . . , n). Очевидно, что в области действия штампов они будут совпа-
дать по модулю с контактными давлениями qi(x, t), но иметь противо-

положные направления, то есть pi(x, t) = −qi(x, t) (i = 1, 2, . . . , n). На
основании известных решений для однородного слоя произвольной тол-
щины и тонкого слоя (см. раздел 0.3), можно получить выражение для

перемещений верхней грани слоя с покрытием под действием распреде-
ленных нормальных нагрузок qi(x, t)

vi(x, t) = kνh(x)(I− L1)
qi(x, t)

E1(t− τ1)
+

+
2(1− ν2

2)

π

n
∑

j=1

(I− L2)
1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ,

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(1.1)
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где E1(t − τ1), ν1 — модуль упругомгновенной деформации и коэффи-
циент Пуассона покрытия, E2(t − τ2), ν2 — модуль упругомгновенной

деформации и коэффициент Пуассона нижнего основного слоя, kν — ко-
эффициент, величина которого зависит от условий сцепления между по-
крытием и нижним слоем (kν = (1− ν1 − 2ν2

1)/(1− ν1) при сцеплении и

kν = 1 − ν2
1 при гладком контакте); ai, bi — левая и правая координаты

i-го штампа (i = 1, 2, . . . , n); kpl(s) — ядро плоской контактной задачи,

зависящее от условий на нижней грани слоя

kpl(s) =

∞
∫

0

L(u)

u
cos(su) du, (1.2)

в котором L(u) = [2κ2 sh(2u) + 4u]/[2κ2 ch(2u) + κ2
2 + 1 + 4u2] при сцеп-

лении и L(u) = [ch(2u) − 1]/[sh(2u) + 2u] при гладком контакте; I —

тождественный оператор, Lk — интегральные операторы Вольтерра с
ядрами Kk(t− τk, τ − τk), Kk(t, τ) = Ek(τ)

∂
∂τ

[E−1
k (τ)+Ck(t, τ)], а Ck(t, τ)

— мера ползучести (k = 1, 2), то есть

Lkf(t) =

t
∫

τ0

Kk(t− τk, τ − τk)f(τ) dτ.

С другой стороны осадка верхней грани слоя будет в точности совпа-

дать с осадками штампов как жесткого целого, так как в еще недефор-
мированном состоянии профили штампов и профиль покрытия в точно-
сти совпадают и зазоров между поверхностями нет. Тогда, приравнивая

правую часть уравнения (1.1) осадкам штампов, можно получить следу-
ющую систему смешанных интегральных уравнений

kνh(x)(I− L1)
qi(x, t)

E1(t− τ1)
+

+
2(1− ν2

2)

π

n
∑

j=1

(I− L2)
1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ =

= δi(t) + αi(t)(x− ηi),

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(1.3)

где δi(t) и αi(t) — осадка и угол поворота i-го штампа, ηi = 1
2(ai + bi) —

срединная точка i-го штампа.
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Дополнительными условиями для штампов являются условия их рав-
новесия на слое, представляющие из себя следующие уравнения

bi
∫

ai

qi(ξ, t) dξ = Pi(t),

bi
∫

ai

qi(ξ, t)(ξ − ηi) dξ = ei(t)Pi(t) ≡Mi(t), t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(1.4)

где Pi(t) — сила, которая действует на i штамп, ei(t) — эксцентриситет

приложения указанной силы, Mi(t) — момент приложения нагрузки.

Таким образом математическая модель задачи представляет из себя
систему уравнений (1.3) с дополнительными условиями (1.4).

Приведем эту систему с дополнительными условиями к безразмерно-

му виду. Для этого сделаем следующую замену переменных

x∗ =
2(x− ηi)

ā
, ξ∗ =

2(ξ − ηj)

ā
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗1 =

τ1
τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
,

λ =
2H

ā
, δi∗(t∗) =

2δi(t)

ā
, αi∗(t∗) = αi(t), c∗(t∗) =

E2(t− τ2)

E1(t− τ1)
,

m∗(x∗) ≡ mi(x∗) =
kν

2(1− ν2
2)

2h(x)

ā
, qi∗(x∗, t∗) =

2(1− ν2
2)qi(x, t)

E2(t− τ2)
,

P i∗(t∗) =
4Pi(t)(1− ν2

2)

E2(t− τ2)ā
, M i∗(t∗) =

8ei(t)Pi(t)(1− ν2
2)

E2(t− τ2)ā2
,

Fij∗f(x∗) =

1
∫

−1

kij(x∗, ξ∗)f(ξ∗)dξ∗, L∗kf(t∗) =

t∗
∫

1

Kk∗(t∗, τ ∗)f(τ ∗)dτ ∗,

kij(x∗, ξ∗) =
1

π
kpl

(

x− ξ

H

)

=
1

π
kpl

(

x∗ − ξ∗ + ηi∗ − ηj∗

λ

)

, ηi∗ =
2ηi
ā
,

K1∗(t∗, τ ∗) =
E1(t− τ1)

E1(τ − τ1)

E2(τ − τ1)

E2(t− τ1)
K1(t− τ1, τ − τ1)τ0,

K2∗(t∗, τ ∗) = K(t− τ2, τ − τ2)τ0, i, j = 1, 2, . . . , n.

(1.5)

Опустив в новой системе звездочки, получим теперь уже безразмерную
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систему уравнений с дополнительными условиями

c(t)m(x)(I− L1)q
i(x, t) + (I− L2)

n
∑

j=1

Fijqj(x, t) = δi(t) + αi(t)x,

1
∫

−1

qi(ξ, t) dξ = P i(t),

1
∫

−1

qi(ξ, t)ξ dξ = M i(t),

x ∈ [−1, 1], t ≥ 1, i = 1, 2, . . . , n.

(1.6)

Полученную систему уравнений с дополнительными условиями (1.6)
можно представить в виде единственного операторного уравнения с дву-

мя векторными дополнительными условиям

c(t)m(x)(I− L1)q(x, t) + (I− L2)Gq(x, t) = δ(t) + α(t)x,
1

∫

−1

q(ξ, t) dξ = P(t),

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ = M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1,
(1.7)

где введены следующие векторы, матрицы и операторы

q(x, t) = qi(x, t)ii, P(t) = P i(t)ii, M(t) = M i(t)ii,

δ(t) = δi(t)ii, α(t) = αi(t)ii, k(x, ξ) = kij(x, ξ)iiij ,

Gf(x) =

1
∫

−1

k(x, ξ) · f(ξ) dξ.
(1.8)

Здесь и далее будет считаться, что в правой части формулы производит-

ся суммирование от 1 до n по верхним дважды повторяющимся индексам
в случае, когда левая часть формулы не зависит от этих индексов.

3. Преобразование уравнений и базис специального вида.

Независимо от того, решение для какой из 15 задач будет строиться,
операторное уравнение и систему дополнительных условий (1.7) необхо-
димо привести к виду

c(t)(I− L1)Q(x, t) + (I− L2)FQ(x, t) =
δ(t) + α(t)x

√

m(x)
, (1.9)

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
dξ=P(t),

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
ξ dξ=M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1, (1.10)
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где введены следующие обозначения

Q(x, t) =
√

m(x)q(x, t), K(x, ξ) =
k(x, ξ)

√

m(x)m(ξ)
,

Ff(x) =

1
∫

−1

K(x, ξ) · f(ξ) dξ.
(1.11)

Такое представление удобно тем, что функция m(x) отсутствует в явном
виде в левой части уравнения. В случае, когда основание изготовлено

из упругих материалов и на него действует единственный штамп, опера-
торы I − L1 и I − L2 будут отсутствовать и мы получим классическое

уравнение Фредгольма второго рода с положительно определенным сим-
метричным оператором типа Гильберта–Шмидта.

Какую бы из 15 постановок задачи мы ни рассматривали, решение
операторного уравнения с дополнительными условиями мы будем искать

классе вектор-функций непрерывных по времени t в гильбертовом про-
странстве L2([−1, 1], V ) (см., например [11, 14]). Так как в результирую-

щее операторное уравнение и дополнительные условия входит функция
√

m(x), связанная формой основания штампа и формой покрытия, сле-

дует учитывать то, что эта функция может быть быстро изменяющейся.
Использование базиса, в структуру которого входит функция

√

m(x),
эффективнее, чем применение какого-либо стандартного базиса (напри-

мер, классических полиномов Лежандра). Систему ортонормированных
базисных вектор-функций, удовлетворяющих описанному условию, мож-

но построить по следующему правилу

pik(x) =
pi∗k (x)
√

m(x)
, pi∗k (x) = p∗k(x)i

i, d−1 = 1, Jk =

1
∫

−1

ξk dξ

m(ξ)
,

dk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J0 · · · Jk
... . . . ...

Jk · · · J2k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, p∗k(x) =
1√

dk−1dk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J0 J1 · · · Jk
...

... . . . ...
Jk−1 Jk · · · J2k−1

1 x · · · xk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n.

(1.12)

Отметим, что если толщина покрытия постоянна, то m(x) = const, а ба-
зисные функции pik(x) являются ортонормированными полиномами Ле-
жандра.
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Для некоторых вариантов задач будет необходимо использо-
вать чуть другую систему базисных функций, в которой систе-

ма {1/
√

m(x), x/
√

m(x), x2/
√

m(x), x3/
√

m(x), . . .} ортонормируется в
другой последовательности. В ней в качестве первой функции берется
x/

√

m(x), а лишь затем {1/
√

m(x), x2/
√

m(x), x3/
√

m(x), . . .}. Такая

система может быть построена по правилу

p̂ik(x) =
p̂i∗k (x)
√

m(x)
, p̂i∗k (x) = p̂∗k(x)i

i, p̂∗m(x) = p∗m(x),

p̂∗0(x) =
x√
J2

=
J1√
J0J2

p∗0(x) +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
p∗1(x),

p̂∗1(x) =
J2 − J1x

√

J2(J0J2 − J2
1 )

=

√

J0J2 − J2
1

J0J2
p∗0(x)−

J1√
J0J2

p∗1(x),

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . , m = 2, 3, 4, . . . , i = 1, 2, . . . , n,

(1.13)

где функции p∗k(x) (k = 0, 1, 2, . . .) задаются формулами (1.12).

И, наконец, в тех вариантах задач, в которых на части штампов (при
i1 = 1, 2, . . . , n1) необходимо использовать систему (1.13), а на другой

части (при i2 = n1 + 1, n2 + 1, . . . , n) — систему (1.12), система базисных
функций будет строиться по формулам

p̃ik(x) =
p̃i∗k (x)
√

m(x)
, p̃i1∗k (x) = p̂∗k(x)i

i1, p̃i2∗k (x) = p∗k(x)i
i2,

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(1.14)

где функции p∗k(x) и p̂∗k(x) (k = 0, 1, 2, . . .) задаются формулами (1.12) и

(1.13).
Решение всех вариантов задач будет строиться на основании разви-

тия обобщенного проекционного метода, который, как было показано в

разделе 0.4, позволяет получать последовательность независимых инте-
гральных уравнений Вольтера вместо бесконечных систем интегральных

уравнений Вольтера, к которым приводит метод разделения переменных
Фурье и другие классические методы.

Далее всюду в формулах с безразмерными величинами x ∈ [−1, 1],
t ≥ 1, если отдельно не выписаны иные диапазоны.
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1.2 Решение задач для одной группы штампов

1. Решение задачи с известной правой частью (тип 1).

Пусть известны осадки δi(t) и углы поворота αi(t) всех штампов, а
приложенные силы Pi(t) и моменты Mi(t) неизвестны (i = 1, 2, . . . , n).

В этом случае операторное уравнение (1.9) является уравнением с из-
вестной правой частью, а вектор-функция Q(x, t) подлежит опреде-

лению. Базисом пространства L2([−1, 1], V ) являются вектор-функции
{pik(x)}k=0,1,2,...;i=1,2,...,n, построенные по правилу (1.12). Решение этого
уравнения необходимо строить в виде разложения по собственным функ-

циям вполне непрерывного, симметричного и положительно определен-
ного оператора F из L2([−1, 1], V ) в L2([−1, 1], V ), система собственных

функций {ϕk(x)}k=0,1,2,... которого также как и {pik(x)}k=0,1,2,...;i=1,2,...,n

составляет базис пространства L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Спектральная задача для

этого оператора имеет вид

Fϕk(x) = γkϕk(x), ϕk(x) =
∞

∑

m=0

ψikmpim(x), k = 0, 1, 2, . . .

Она преобразуется к бесконечной системе уравнений относительно ко-
эффициентов разложения ψikm и γk

∞
∑

l=0

K ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km, k,m = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n, (1.15)

где K ij
ml — коэффициенты разложения ядра K(x, ξ), определяемые из

соотношений

K ij
ml =

1
∫

−1

1
∫

−1

pim(x) ·K(x, ξ)pjl (ξ) dx dξ =

1
∫

−1

1
∫

−1

p∗m(x)kij(x, ξ)p∗l (ξ)

m(x)m(ξ)
dx dξ,

m, l = 0, 1, 2, . . . , i, j = 1, 2, . . . , n.

(1.16)

Представив функцию Q(x, t) в виде разложения по {ϕk(x)}k=0,1,2,..., то
есть

Q(x, t) =

∞
∑

k=0

zk(t)ϕk(x), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1, (1.17)

и подставив это представление в (1.9), получим уравнение для определе-
ния функций разложения zk(t)

∞
∑

k=0

[c(t)(I− L1)zk(t) + γk(I− L2)zk(t)]ϕk(x) =
∞

∑

k=0

∆k(t)ϕk(x),
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где ∆k(t) — функциональные коэффициенты разложения правой части,
определяемые соотношениями

∆k(t) =

1
∫

−1

δ(t) + α(t)x
√

m(x)
·ϕk(x) dx = δikδ

i(t) + αikα
i(t),

δik = kδ0ψ
i
k0, αik = kα0ψ

i
k0 + kα1ψ

i
k1,

kδ0 =
√

J0, kδ1 = 0, kα0 =
J1√
J0

, kα1 =

√

J0J2 − J2
1

J0
.

(1.18)

Величины J0, J1, J2 задаются формулами (1.12). Так как вектор-функции
ϕk(x) линейно независимы, то выражения для определения функций

zk(t) представляются в виде

[c(t) + γk]zk(t)− [c(t)L1 + γkL2]zk(t) = ∆k(t), k = 0, 1, 2, . . . ,

откуда

zk(t) = −(I + Wk)
∆k(t)

c(t) + γk
,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, k = 0, 1, 2, . . . ,

(1.19)

где Rk(t, τ) — резольвенты ядер [c(t)K1(t, τ)+γkK
2(t, τ)]/[c(t)+γk]. Под-

ставляя эти функции в (1.17) и учитывая замену (1.11), получим выра-

жения для контактных давлений

q(x, t) =
1

m(x)

∞
∑

k=0

zk(t)Φk(x), (1.20)

где, пользуясь (1.12), функции Φk(x) можно вычислить при помощи со-

отношений

Φk(x) =
√

m(x)ϕk(x) =

∞
∑

m=0

ψikmpi∗m(x), k = 0, 1, 2, . . . . (1.21)

Отметим, что в представленном виде решения отдельным сомножителем
выделена функция m(x), связанная с толщиной покрытия и формой ос-

нований штампов, что позволяет производить численно-аналитические
расчеты для оснований с покрытиями и штампов в случае, когда формы
поверхностей описываются быстро изменяющимися функциями.
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Получив уравнениe для определения контактных давлений под штам-
пами (1.20), используя дополнительные условия (1.7) можно найти при-

ложенные силы и моменты

P(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t) dξ =

∞
∑

k=0

zk(t)

1
∫

−1

Φk(ξ) dξ

m(ξ)
=

∞
∑

k=0

zk(t)δ
i
ki
i,

M(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=0

zk(t)

1
∫

−1

Φk(ξ)ξ dξ

m(ξ)
=

∞
∑

k=0

zk(t)α
i
ki
i,

(1.22)

где коэффициенты δik и αik определяются уравнениями (1.18).

Таким образом, на основании (1.17)–(1.22), решение задачи (1.7) при
известных δ(t) и α(t) и неизвестных q(x, t), P(t) и M(t), имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

∞
∑

k=0

zk(t)Φk(x),

P(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t) dξ =
∞

∑

k=0

zk(t)δ
i
ki
i,

M(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=0

zk(t)α
i
ki
i,

(1.23)

где

zk(t) = −(I + Wk)
δikδ

i(t) + αikα
i(t)

c(t) + γk
, Φk(x) =

∞
∑

m=0

ψikmpi∗m(x),

δik =
√

J0ψ
i
k0, αik =

J1√
J0

ψik0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψik1,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, k = 0, 1, 2, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k,m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы уравнений (1.15)

и (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 0, 1, 2, . . .) являются резольвентами ядер
[c(t)K1(t, τ) + γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk].
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2. Решение задачи при известных давлениях и моментах
(тип 2).

Пусть теперь известны силы P i(t), действующие на штампы, и момен-
ты M i(t) приложения этих сил, а осадки штампов δi(t) и углы их поворо-
та αi(t) необходимо найти. Следуя обобщенному проекционному методу,

описанному в разделе 0.4, пространство L2([−1, 1], V ) представим в виде

прямой суммы евклидова пространства L
(0)
2 ([−1, 1], V ), базисом которого

являются функции {pi0(x),pi1(x)}i=1,2,...,n, и ортогонального ему гильбер-

това пространства L
(1)
2 ([−1, 1], V ) с базисом {pik(x)}k=2,3,4,...;i=1,2,...,n, то

есть L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕ L

(1)
2 ([−1, 1], V ). Тогда неизвест-

ная вектор-функция Q(x, t) и правая часть уравнения (1.9) могут быть

представлены как алгебраическая сумма вектор-функций, определенных
в пространствах L

(0)
2 ([−1, 1], V ) и L

(1)
2 ([−1, 1], V ):

Q(x, t) = Q0(x, t)+Q1(x, t),
δ(t) + α(t)x

√

m(x)
= ∆0(x, t)+∆1(x, t), (1.24)

где Q0(x, t),∆0(x, t) ∈ L(0)
2 ([−1, 1], V ), Q1(x, t),∆1(x, t) ∈ L(1)

2 ([−1, 1], V )
и справедливы соотношения

Q0(x, t) = zi0(t)p
i
0(x) + zi1(t)p

i
1(x),

∆0(x, t) = [kδ0δ
i(t) + kα0α

i(t)]pi0(x) + kα1α
i(t)pi1(x).

(1.25)

Здесь коэффициенты kδ0, kα0 и kα1 определяются соотношениями (1.18).

Заметим, что в представлении функции Q(x, t) слагаемое Q0(x, t) из-
вестно, так как его функции разложения zil(t) (l = 1, 2, i = 1, 2, . . . , n)

определяются дополнительными условиями (1.10)

zi0(t) = kP0P
i(t), zi1(t) = kP1P

i(t) + kM1M
i(t), i = 1, 2, . . . , n,

kP0 =
1√
J0

, kP1 =
−J1

√

J0(J0J2 − J2
1 )
, kM0 = 0, kM1 =

√

J0

J0J2 − J2
1

,
(1.26)

а слагаемое Q1(x, t) подлежит определению. В правой части ∆1(x, t) ≡
0, а требуется определить ∆0(x, t). Отметим, что величины J0, J1, J2

задаются формулами (1.12), а коэффициенты kδ0, kδ1, kα0, kα1 и kP0, kP1,

kM0, kM1 связаны между собой соотношением
(

kδ0 kα0

kδ1 kα1

)−1

=

(

kP0 kM0

kP1 kM1

)

.

Для нахождения неизвестной вектор-функции Q1(x, t) введем орто-
гональные проекторы P0, P1 (см., например, [40]), которые отоб-
ражают гильбертово пространство L2([−1, 1], V ) на подпространства
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L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и L

(1)
2 ([−1, 1], V ), соответственно:

P0f(x) = kif0p
i
0(x) + kif1p

i
1(x), P1 = I−P0,

где коэффициенты разложения вектор-функции f(x) определяются по

формуле

kifl =

1
∫

−1

f(ξ) · pil(ξ) dξ, l = 0, 1, i = 1, 2, . . . , n.

Очевидно, что имеют место соотношения

PlQ(x, t) = Ql(x, t), Pl

[

δ(t) + α(t)x
√

m(x)

]

= ∆l(x, t), l = 0, 1.

Подействовав оператором P1 на (1.9), получим уравнение с известной

правой частью

c(t)(I−L1)Q1(x, t)+(I−L2)P1FQ1(x, t) = −(I−L2)P1FQ0(x, t), (1.27)

решение которого стороится аналогично тому, как это было проделано
в параграфе 1 текущего раздела. Решение уравнения (1.27) необходи-

мо строить в виде разложения по собственным функциям получивше-
гося оператора P1F. Можно показать, что он является вполне непре-
рывным, симметричным и положительно определенным оператором из

L
(1)
2 ([−1, 1], V ) в L

(1)
2 ([−1, 1], V ), а его система собственных функций яв-

ляется базисом пространства L
(1)
2 ([−1, 1], V ) [40]. Поставив для него спек-

тральная задачу

P1Fϕk(x) = γkϕk(x), ϕk(x) =

∞
∑

m=2

ψikmpim(x), k = 2, 3, 4, . . . ,

получим бесконечную систему уравнений относительно коэффициентов

разложения ψikm и γk
∞

∑

l=2

K ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km, k,m = 2, 3, 4, . . . , i = 1, 2, . . . , n, (1.28)

где коэффициенты разложения ядра K(x, ξ) определяются из соот-
ношений (1.16). Представив функцию Q1(x, t) в виде разложения по

{ϕk(x)}k=2,3,4,..., то есть

Q1(x, t) =
∞

∑

k=2

zk(t)ϕk(x), (1.29)
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и подставив это представление в (1.27), получим уравнение для опреде-
ления функций zk(t)

∞
∑

k=2

[c(t)(I− L1)zk(t) + (I− L2)γkzk(t)]ϕk(x) =
∞

∑

k=2

∆k(t)ϕk(x),

где ∆k(t) — функциональные коэффициенты разложения вектор-
функции −(I−L2)P1FQ0(x, t), стоящей в правой части уравнения (1.27),

и определяемые соотношениями

∆k(t) = −
1

∫

−1

(I− L2)P1FQ0(x, t) ·ϕk(x) dx =

= −(I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i

1kz
i
1(t)].

(1.30)

Легко показать, что коэффициенты K i
lk в этом выражении вычисляются

по формуле

K i
lk =

∞
∑

m=2

K ij
lmψ

j
km, i = 1, 2, . . . , n, l = 0, 1, k = 2, 3, 4, . . . (1.31)

Тогда

[c(t) + γk]zk(t)− [c(t)L1 + γkL2]zk(t) = ∆k(t), k = 2, 3, 4, . . . ,

откуда

zk(t) = (I + Wk)
∆k(t)

c(t) + γk
,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, k = 2, 3, 4, . . . ,

(1.32)

где Rk(t, τ) — резольвенты ядер [c(t)K1(t, τ)+γkK
2(t, τ)]/[c(t)+γk]. Под-

ставляя функции zk(t) в (1.29) и учитывая представления (1.24), (1.25),
выражения (1.26), замены (1.11) и формул для базисных функций (1.12),

получим

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) + zi1(t)p

i∗
1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

, (1.33)

где

Φk(x) =
√

m(x)ϕk(x) =
∞

∑

m=2

ψikmpi∗m(x), k = 2, 3, 4, . . . (1.34)
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Как и в предыдущем разделе в выражении для контактных давлений от-
дельным сомножителем выделена функция m(x), связанная с толщиной

покрытия и формой оснований штампов.
Определив функцию распределения давлений Q(x, t) можно найти и

осадки и углы поворотов штампов, для чего необходимо подействовать

оператором P0 на уравнение (1.9):

c(t)(I− L1)[z
i
0(t)p

i
0(x) + zi1(t)p

i
1(x)]+

+ (I− L2)P0F

[

zi0(t)p
i
0(x) + zi1(t)p

i
1(x) +

∞
∑

k=2

zk(t)ϕk(x)

]

=

= [kδ0δ
i(t) + kα0α

i(t)]pi0(x) + kα1α
i(t)pi1(x).

Можно показать, что

P0Fpil(x) = Kji
0lp

j
0(x) +Kji

1lp
j
1(x), P0Fϕk(x) = K i

0kp
i
0(x) +K i

1kp
i
1(x),

где коэффициенты определяются из формул (1.16) и (1.31). Тогда мы

получим систему уравнений относительно δi(t) и αi(t)

c(t)(I−L1)z
i
0(t)+(I−L2)

[

K ij
00z

j
0(t)+K

ij
01z

j
1(t)+

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]

=

=kiδ0δ
i(t)+kiα0α

i(t),

c(t)(I−L1)z
i
1(t)+(I−L2)

[

K ij
10z

j
0(t)+K

ij
11z

j
1(t)+

∞
∑

k=2

K i
1kzk(t)

]

=kiα1α
i(t),

решая которую с учетом выражений для коэффициентов kiδ0, k
i
α0 и kiα1

получим следующие выражения для осадок и углов поворота штампов

αi(t) = kM1

{

c(t)(I− L1)z
i
1(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
10z

j
0(t) +K ij

11z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
1kzk(t)

]}

,

δi(t) = kP0

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij

01z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

+ kP1
αi(t)

kM1
,

i = 1, 2, . . . , n,

(1.35)

где коэффициенты kP0, kP1 и kM1 определяются формулами (1.26).
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Таким образом, решение операторного уравнения с дополнительными
условиями (1.7) при известных P(t), M(t) и неизвестных q(x, t), δ(t),

α(t) строится на основании (1.26), (1.30)–(1.35) и имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) + zi1(t)p

i∗
1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

α(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i
1(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
10z

j
0(t) +K ij

11z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
1kzk(t)

]}

ii,

δ(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij

01z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

ii − J1

J0
α(t),

(1.36)

где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, zi1(t) =
J0M

i(t)− J1P
i(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

, Φk(x) =

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

zk(t) = −(I+Wk)
(I−L2)[K

i
0kz

i
0(t)+K

i
1kz

i
1(t)]

c(t) + γk
,

K i
lk =

∞
∑

m=2

K ij
lmψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . , l = 0, 1,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k,m = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы уравнений (1.28),
коэффициенты K ij

ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-
жением (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами

ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk].

3. Задача с известными силами и углами поворота (тип 3).

Пусть теперь известны силы P(t), действующие на все штампы, и
углы поворота штампов α(t), а требуется определить осадки штампов

δ(t) и моменты приложения сил M(t).
Поскольку ход решения задачи в такой постановке и всех последую-

щих аналогичен ходу, представленному в параграфе 2 текущего разде-
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ла, то все промежуточные выкладки будем опускать, обращая внима-
ние лишь на то, что меняется и принципиально именно в рассматри-

ваемой постановке. Необходимо сразу отметить, что отличия будет со-
стоять лишь в том, как пространство L2([−1, 1], V ) делится на два под-

пространства L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и L

(0)
2 ([−1, 1], V ) и как вводятся операторы

P0 и P1, отображающие пространство L2([−1, 1], V ) на L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(0)
2 ([−1, 1], V ), соответственно.

В рассматриваемой задаче L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), причем L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, бази-

сом которого являются{pi0(x)}i=1,2,...,n, а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово

пространство с базисом {pik(x)}k=1,2,3,...;i=1,2,...,n. Операторы P0 и P1 ор-
тогонального проектирования в этом случае имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · pi0(ξ) dξ pi0(x), P1 = I−P0.

Опуская выкладки, выпишем лишь окончательное решение такой задачи

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

δ(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i
0kzk(t)

]}

ii −α(t)
J1

J0
,

M(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ =

[

zi0(t)
J1√
J0

+
∞

∑

k=1

zk(t)α
i
1k

]

ii,

(1.37)

где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, Φk(x) =
∞

∑

m=1

ψikmpi∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
αi1kα

i(t)− (I− L2)K
i
0kz

i
0(t)

c(t) + γk
,

αi1k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψik1, K i

0k =

∞
∑

m=1

K ij
0mψ

j
km,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,
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полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk

(k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы
∞
∑

l=1

K ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 1, 2, 3, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами

ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk].

4. Задача с известными моментами и осадками штампов
(тип 4).

Пусть известны моменты приложения сил M(t) и осадки штампов
δ(t). В этом случае необходимо найти углы поворота штампов α(t) и

приложенные к штампам силы P(t).

В такой постановке L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕ L

(1)
2 ([−1, 1], V ),

причем L
(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, базисом которого яв-

ляются {p̂i0(x)}i=1,2,...,n, а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство с

базисом {p̂ik(x)}k=1,2,3,...;i=1,2,...,n. Операторы P0 и P1 ортогонального про-

ектирования в этом случае имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̂i0(ξ) dξ p̂i0(x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение такой задачи
имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̂
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

α(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I− L2)

[

K̂ ij
00z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i
0kzk(t)

]}

ii − δ(t)
J1

J2
,

P(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t) dξ =

[

zi0(t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=1

zk(t)δ̂
i
1k

]

ii,

(1.38)

где

zi0(t) =
M i(t)√
J2

, Φk(x) =
∞

∑

m=1

ψikmp̂i∗m(x),
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zk(t) = (I + Wk)
δ̂i1kδ

i(t)− (I− L2)K
i
0kz

i
0(t)

c(t) + γk
,

δ̂i1k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψik1, K i

0k =

∞
∑

m=1

K̂ ij
0mψ

j
km,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̂i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.13), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-

ра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +
γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи
∞
∑

l=0

K̂ ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km, где коэффи-

циенты K̂ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выражением

K̂ ij
ml =

1
∫

−1

1
∫

−1

p̂im(x) ·K(x, ξ)p̂jl (ξ) dx dξ =

1
∫

−1

1
∫

−1

p̂∗m(x)kij(x, ξ)p̂∗l (ξ)

m(x)m(ξ)
dx dξ,

m, l = 0, 1, 2, . . . , i, j = 1, 2, . . . , n.

Отметим, что коэффициенты K̂ ij
ml, вычисляемые по вышенаписанной

формуле, и коэффициенты K ij
ml, заданные формулой (1.16), связаны со-

отношением

K̂ ij
00 =

J2
1

J0J2
K ij

00 +
J1

√

J0J2 − J2
1

J0J2
(K ij

01 +K ij
10) +

J0J2 − J2
1

J0J2
K ij

11,

K̂ ij
01 =

J1

√

J0J2 − J2
1

J0J2
(K ij

00 −K ij
11)−

J2
1

J0J2
K ij

01 +
J0J2 − J2

1

J0J2
K ij

10,

K̂ ij
10 =

J1

√

J0J2 − J2
1

J0J2
(K ij

00 −K ij
11) +

J0J2 − J2
1

J0J2
K ij

01 −
J2

1

J0J2
K ij

10,

K̂ ij
11 =

J0J2 − J2
1

J0J2
K ij

00 −
J1

√

J0J2 − J2
1

J0J2
(K ij

01 +K ij
10) +

J2
1

J0J2
K ij

11, (1.39)

K̂ ij
0l =

J1√
J0J2

K ij
0l+

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K ij

1l , K̂ ij
1l =

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K ij

0l−
J1√
J0J2

K ij
1l ,

K̂ ij
m0 =

J1√
J0J2

K ij
m0+

√

J0J2−J2
1

J0J2
K ij
m1, K̂

ij
m1 =

√

J0J2−J2
1

J0J2
K ij
m0−

J1√
J0J2

K ij
m1,

K̂ ij
ml = K ij

ml, i, j = 1, 2, . . . , n, m, l = 2, 3, 4, . . .
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1.3 Решение задач для двух групп штампов

В данном разделе считается, что на первых n1 штампах задан один

тип условий, а на оставшихся n − n1 — другой. Будет считаться, что
в одной из частей формулы производится суммирование от 1 до n1 по

верхним дважды повторяющимся индексам i1, j1, либо от n1 + 1 до n по
верхним дважды повторяющимся индексам i2, j2, в случае, если другая

часть формулы не зависит от этих индексов.

1. Решение задачи при условиях первого и второго типов.
Рассмотрим вариант, когда система штампов состоит из двух групп,

на одной из которых заданы квазистатические (известны вдавливающие
усилия и моменты), а на другой кинематические условия (известны осад-

ки и углы поворота). Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1, а
второй — от n1 + 1 до n.

Пусть на одной части штампов заданы силы P i1(t) и моменты M i1(t),

на другой части — осадки δi2(t) и углы поворота αi2(t), а требуется найти
контактные давления qi(r, t), осадки δi1(t), углы поворота αi1(t), вдавли-

вающие усилия P i2(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1,
i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

В этом случае пространство L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), где L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство,

базисом которого являются функции {pi10 (x),pi11 (x)}i1=1,2,...,n1
,

а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство, базисом которого яв-

ляются {pi20 (x),pi21 (x),pik(x)}i2=n1+1,n1+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,.... Операторы
ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) ·pi10 (ξ) dξ p
i1
0 (x)+

1
∫

−1

f(ξ) ·pi11 (ξ) dξ p
i1
1 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-
дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)pi1∗0 (x) + zi11 (t)pi1∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i1
1 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j1
10 zj10 (t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,
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δi1(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j1
00 zj10 (t) +K i1j1

01 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

(1.40)

P i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t) dξ =

∞
∑

k=2

zk(t)δ
i2
k ,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=2

zk(t)α
i2
k ,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
P i1(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
δi2k δ

i2(t) + αi2k α
i2(t)− (I− L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t) +K i1

1kz
i1
1 (t)]

c(t) + γk
,

Φk(x) = ψi2k0p
i2∗
0 (x) + ψi2k1p

i2∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

δi2k =
√

J0ψ
i2
k0, αi2k =

J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

K i1
lk = K i1j2

l0 ψj2k0 +K i1j2
l1 ψj2k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
lmψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . , l = 0, 1,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из системы уравнений

K i2j2
00 ψj2k0 +K i2j2

01 ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K i2j2
10 ψj2k0 +K i2j2

11 ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,



1.3. Решение задач для двух групп штампов 49

K ij2
m20

ψj2k0 +K ij2
m21

ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами

ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk].

2. Решение задачи при условиях первого и третьего типов.

Рассмотрим вариант, когда система штампов состоит из двух групп,
на одной из которых заданы кинематические условия (известны осадки

и углы поворота штампов), а на другой известны вдавливающие силы и
углы поворота. Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1, а второй

— от n1 + 1 до n.

Пусть на всех штампах известны углы поворота αi(t), на одной части

штампов — осадки δi1(t), на другой части — действующие силы P i2(t),
а требуется найти контактные давления qi(r, t), моменты M i(t), силы

P i1(t) и осадки δi2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 +
2, . . . , n).

Пространство L2([−1, 1], V ) представляется в виде прямой сум-

мы следующих ортогональных подпространств: L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Здесь L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, бази-

сом которого являются функции {pi20 (x)}i2=n+1,n+2,...,n, а L
(1)
2 ([−1, 1], V )

— гильбертово пространство, базисом которого являются функции
{pi10 (x),pik(x)}i1=1,2,...,n1;i=1,2,...,n;k=1,2,3,.... Ортопроекторы принимают вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · pi20 (ξ) dξ p
i2
0 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы для неизвестных величин принимают вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi20 (t)pi2∗0 (x) +
∞

∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K i2j2
00 zj20 (t) +

∞
∑

k=1

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi2(t),



1.3. Решение задач для двух групп штампов 50

P i1(t) =
∞

∑

k=1

zk(t)δ
i1
k , (1.41)

M i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t)ξ dξ =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i1
k ,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+
∞

∑

k=1

zk(t)α
i2
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, Φk(x) = ψi1k0p
i1∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmpi∗m(x),

zk(t) = (I+Wk)
δi1k δ

i1(t) + αi1k α
i1(t) + αi21kα

i2(t)− (I−L2)K
i2
0kz

i2
0 (t)

c(t) + γk
,

δi1k =
√

J0ψ
i1
k0, αi1k =

J1√
J0

ψi1k0+

√

J0J2−J2
1

J0
ψi1k1, αi21k=

√

J0J2−J2
1

J0
ψi2k1,

K i2
0k = K i2j1

00 ψj1k0 +
∞

∑

m=1

K i2j
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов

J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 1, 2, 3, . . .) находятся из

K i1j1
00 ψj1k0 +

∞
∑

l=1

K i1j
0l ψ

j
kl = γkψ

i1
k0,

K ij1
m20

ψj1k0 +
∞

∑

l=1

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами

ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk].
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3. Решение задачи при условиях второго и третьего типов.
Пусть теперь на одной части штампов заданы квазистатические усло-

вия, а на другой — силы и углы поворота. Как обычно пронумеруем
первую группу штампов от 1 до n1, а вторую — от n1 + 1 до n.

Итак, на всех штампах известны вдавливающие силы P i(t), на первой

части штампов известны моменты M i1(t), на второй части штампов —
углы поворота αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t),

осадки δi(t) (i = 1, 2, . . . , n), углы поворота αi1(t) и моменты M i2(t) (i =
1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Пространство L2([−1, 1], V ) представляется в виде прямой сум-

мы следующих ортогональных подпространств: L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Здесь L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, ба-

зисом которого являются функции {pi0(x),pi11 (x)}i1=1,2,...,n1;i=1,2,...,n, а

L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство, базисными функциями ко-

торого являются {pi21 (x),pik(x)}i2=n+1,n+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,.... Ортопроек-

торы принимают вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · pi0(ξ) dξ pi0(x) +

1
∫

−1

f(ξ) ·pi11 (ξ) dξ pi11 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы для неизвестных величин принимают вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) + zi11 (t)pi1∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

δ(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij1

01 z
j1
0 (t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

ii −α(t)
J1

J0
,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i1
1 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j
10 z

j
0(t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+

∞
∑

k=2

zk(t)α
i2
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(1.42)
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где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
αi21kα

i2(t)− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i1

1kz
i1
1 (t)]

c(t) + γk
,

Φk(x) = ψi2k1p
i2∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

K i
0k = K ij2

01 ψ
j2
k1 +

∞
∑

m=2

K ij
0mψ

j
km, K i1

1k = K i1j2
11 ψj2k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
1mψ

j
km,

αi21k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из

K i2j2
11 ψj2k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,

K ij2
m21

ψj2k1 +

∞
∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами
ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk].

4. Решение задачи при условиях первого и четвертого типов.

Пусть теперь на одной части штампов заданы моменты и осадки
штампов, а на другой — осадки и углы поворота штампов. Первую груп-

пу штампов от 1 до n1, а вторую — от n1 + 1 до n.

Тогда на всех штампах известны осадки δi(t), на первой части штам-
пов известны моментыM i1(t), на второй части штампов — углы поворота
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αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t), силы P i(t), уг-
лы поворота αi1(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1,

i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).
В данной задаче следует использовать систему базисных функций,

определяемых соотношениями (1.14).

Пространство L2([−1, 1], V ) представляется в виде прямой сум-

мы следующих ортогональных подпространств: L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Здесь L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, базис-

ными функциями которого являются {p̃i10 (x)}i1=1,2,...,n1
, а L

(1)
2 ([−1, 1], V )

— гильбертово пространство, базисными функциями которого являются
{p̃i20 (x), p̃ik(x)}i2=n1+1,n1+2,...,n;i=1,2,...,n;k=1,2,3,.... Ортопроекторы принимают
вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i10 (ξ) dξ p̃i10 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы для неизвестных величин принимают вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=1

zk(t)α̂
i2
k ,

P i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t) dξ =

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i2
k ,

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(1.43)

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, Φk(x) = ψi2k0p̃
i2∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),
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zk(t) = (I+Wk)
δ̂i11kδ

i1(t) + δ̂i2k δ
i2(t) + α̂i2k α

i2(t)− (I−L2)K
i1
0kz

i1
0 (t)

c(t) + γk
,

δ̂i11k=

√

J0J2−J2
1

J2
ψi1k1, δ̂i2k =

J1√
J2

ψi2k0+

√

J0J2−J2
1

J2
ψi2k1, α̂i2k =

√

J2ψ
i2
k0,

K i1
0k = K̃ i1j2

00 ψj2k0 +
∞

∑

m=1

K̃ i1j
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-
ра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +

γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i2j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K̃ ij2
m20

ψj2k0 +
∞

∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями

K̃ i1j1
ml = K̂ i1j1

ml ,

K̃ i1j2
0l =

J1√
J0J2

K i1j2
0l +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i1j2

1l ,

K̃ i1j2
1l =

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i1j2

0l − J1√
J0J2

K i1j2
1l , K̃ i1j2

m2l
= K i1j2

m2l
,

K̃ i2j1
m0 =

J1√
J0J2

K i2j1
m0 +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i2j1
m1 ,

K̃ i2j1
m1 =

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i2j1
m0 −

J1√
J0J2

K i2j1
m1 , K̃ i2j1

ml2
= K i2j1

ml2
,

(1.44)



1.3. Решение задач для двух групп штампов 55

K̃ i2j2
ml = K i2j2

ml ,

i, j = 1, 2, . . . , n, i1, j1 = 1, 2, . . . , n1, i2, j2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

m, l = 0, 1, 2, . . . , m2, l2 = 2, 3, 4, . . . ,

в которых коэффициенты K ij
ml и K̂ ij

ml вычисляются по формулам (1.16)
и (1.39), соответственно.

5. Решение задачи при условиях второго и четвертого типов.

Пусть теперь на одной части штампов заданы моменты и осадки

штампов, а на другой — вдавливающие силы и моменты. Первую группу
штампов от 1 до n1, а вторую — от n1 + 1 до n.

Тогда на всех штампах известны моменты M i(t), на первой части
штампов известны осадки δi1(t), на второй части штампов — вдавли-

вающие силы P i2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t),
осадки δi2(t), углы поворота αi(t) и силы P i1(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 =
1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Как и в предыдущей задаче, здесь следует использовать систему ба-
зисных функций, определяемых соотношениями (1.14).

Пространство L2([−1, 1], V ) представляется в виде прямой сум-

мы следующих ортогональных подпространств: L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Здесь L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство

с базисными функциями {p̃i0(x), p̃i21 (x)}i2=n1+1,n1+2,...,n;i=1,2,...,n, а

L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство с базисными функция-

ми {p̃i11 (x), p̃ik(x)}i1=1,2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,.... Ортопроекторы принимают
вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i0(ξ) dξ p̃i0(x) +

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i21 (ξ) dξ p̃
i2
1 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы для неизвестных величин принимают вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i∗
0 (x) + zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− δi1(t)
J1

J2
,
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δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− αi2(t)
J1

J0
,

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i2
1 (t)+

(1.45)

+ (I− L2)

[

K̃ i2j
10 z

j
0(t) + K̃ i2j2

11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i1
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
δ̂i11kδ

i1(t)− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]

c(t) + γk
,

Φk(x) = ψi1k1p̃
i1∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i
0k = K̃ ij1

01 ψ
j1
k1 +

∞
∑

m=2

K̃ ij
0mψ

j
km, K i2

1k = K̃ i2j1
11 ψj1k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
1mψ

j
km,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-

ра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +
γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i1j1
11 ψj1k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,
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K̃ ij1
m21

ψj1k1 +
∞

∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).

6. Решение задачи при условиях третьего и четвертого типов.

Пусть теперь на одной части штампов заданы моменты и осадки
штампов, а на другой — вдавливающие силы и углы поворота. Первую

группу штампов от 1 до n1, а вторую — от n1 + 1 до n.

Тогда на первой части штампов известны осадки δi1(t) и моменты
M i1(t), на второй части штампов — вдавливающие силы P i2(t) и углы
поворота αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t), осадки

δi2(t), углы поворота αi2(t), силы P i1(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n,
i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Так как здесь присутствуют условия 4 типа, то следует использовать

систему базисных функций, определяемых соотношениями (1.14).

Пространство L2([−1, 1], V ) представляется в виде прямой сум-

мы следующих ортогональных подпространств: L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Здесь L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство с базис-

ными функциями {p̃i0(x)}i=1,2,...,n, а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово про-

странство с базисными функциями {p̃ik(x)}i=1,2,...,n;k=1,2,3,.... Ортопроек-

торы принимают вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i0(ξ) dξ p̃i0(x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы для неизвестных величин принимают вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− δi1(t)
J1

J2
,
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δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i2
0kzk(t)

]}

− αi2(t)
J1

J0
,

(1.46)

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+
∞

∑

k=1

zk(t)α
i2
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, Φk(x) =
∞

∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
δ̂i11kδ

i1(t) + αi21kα
i2(t)− (I− L2)K

i
0kz

i
0(t)

c(t) + γk
,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, αi21k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

K i
0k =

∞
∑

m=1

K̃ ij
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-
ра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +

γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

∞
∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

, i = 1, 2, . . . , n, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).
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1.4 Решение задач для трех групп штампов

В данном разделе считается, что на первых n1 штампах задан один
тип условий, а на следующих n2 − n1 — другой тип условий, а на остав-

шихся n − n2 — третий. Будет считаться, что в правой части формулы
производится суммирование от 1 до n1 по верхним дважды повторяю-

щимся индексам i1, j1, от n1 + 1 до n2 по верхним дважды повторяю-
щимся индексам i2, j2, от n2+1 до n по верхним дважды повторяющимся

индексам i3, j3, в случае, когда левая часть формулы не зависит от этих
индексов.

1. Решение задачи при условиях первого, второго и третьего

типов.
Рассмотрим вариант, когда штампы можно разделить на три группы,

на одной из которых заданы квазистатические (известны вдавливающие
усилия и моменты), на второй кинематические условия (известны осадки

и углы поворота), а на третьей известны силы и углы поворота. Штампы
первой группы пронумеруем от 1 до n1, второй — от n1 +1 до n2, третьей

— от n2 + 1 до n.
Итак, частично известны вдавливающие силы P i1(t), P i3(t), моменты

M i1(t), осадки δi2(t) и углы поворота αi2(t), αi3(t), а необходимо най-
ти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i2(t), моменты
M i2(t), M i3(t), осадки δi1(t), δi3(t) и углы поворота αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Пространство представляется в виде прямой суммы двух ор-
тогональных подпространств L2([−1, 1], V ) = L

(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), где L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство с ба-

зисными функциями {pi10 (x),pi30 (x),pi11 (x)}i1=1,2,...,n1;i3=n2+1,n2+2,...,n,

а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство с базисом

{pi20 (x),pi21 (x),pi31 (x),pik(x)}i2=n1+1,n1+2,...,n2;i3=n2+1,n2+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,....

Операторы ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · pi10 (ξ) dξ p
i1
0 (x) +

1
∫

−1

f(ξ) · pi30 (ξ) dξ p
i3
0 (x)+

+

1
∫

−1

f(ξ) · pi11 (ξ) dξ pi11 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-
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дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)pi1∗0 (x)+zi30 (t)pi3∗0 (x)+zi11 (t)pi1∗1 (x)+

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i1
1 (t) + (I− L2)

[

K i1j1
10 zj10 (t)+

+K i1j3
10 zj30 (t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,

δi1(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t) + (I− L2)

[

K i1j1
00 zj10 (t)+

+K i1j3
00 zj30 (t) +K i1j1

01 zj11 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

δi3(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i3
0 (t) + (I− L2)

[

K i3j1
00 zj10 (t)+

+K i3j3
00 zj30 (t) +K i3j1

01 zj11 (t) +

∞
∑

k=2

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i2(t) =
∞

∑

k=2

zk(t)δ
i2
k , M i2(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i2
k , M i3(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

(1.47)

где

zi10 (t) =
P i1(t)√
J0

, zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δi2k δi2(t) + αi2k α
i2(t) + αi31kα

i3(t)−
− (I− L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t) +K i3

0kz
i3
0 (t) +K i1

1kz
i1
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

Φk(x) = ψi2k0p
i2∗
0 (x) + ψi2k1p

i2∗
1 (x) + ψi3k1p

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

K i1
0k = K i1j2

00 ψj2k0 +K i1j2
01 ψj2k1 +K i1j3

01 ψj3k1 +
∞

∑

m=2

K i1j
0mψ

j
km,

K i1
1k = K i1j2

10 ψj2k0 +K i1j2
11 ψj2k1 +K i1j3

11 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
1mψ

j
km,

K i3
0k = K i3j2

00 ψj2k0 +K i3j2
01 ψj2k1 +K i3j3

01 ψj3k1 +
∞

∑

m=2

K i3j
0mψ

j
km,
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δi2k =
√

J0ψ
i2
k0, αi2k =

J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов

J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из

K i2j2
00 ψj2k0 +K i2j2

01 ψj2k1 +K i2j3
01 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K i2j2
10 ψj2k0 +K i2j2

11 ψj2k1 +K i2j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,

K i3j2
10 ψj2k0 +K i3j2

11 ψj2k1 +K i3j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K ij2
m20

ψj2k0 +K ij2
m21

ψj2k1 +K ij3
m21

ψj3k1 +
∞

∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами
ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk].

2. Решение задачи при условиях первого, второго и четвер-

того типов.
Рассмотрим вариант, когда штампы можно разделить на три группы,

на одной из которых заданы осадки и моменты, на другой известны вдав-
ливающие усилия и моменты, а на третьей — осадки и углы поворота.

Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1, второй — от n1 + 1 до
n2, третьей — от n2 + 1 до n.

Итак, частично известны вдавливающие силы P i2(t), моменты M i1(t),
M i2(t), осадки δi1(t), δi2(t) и углы поворота αi3(t), а необходимо найти
контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), P i3(t), моменты
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M i3(t), осадки δi2(t) и углы поворота αi1(t), αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 =
1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Так как здесь присутствуют условия 4 типа, то следует использовать

систему базисных функций, определяемых соотношениями (1.14).

Пространство представляется в виде прямой суммы двух ор-
тогональных подпространств L2([−1, 1], V ) = L

(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), где L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство с ба-

зисными функциями {p̃i10 (x), p̃i20 (x), p̃i21 (x)}i1=1,2,...,n1;i2=n1+1,n1+2,...,n2
,

а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство с базисом

{p̃i30 (x), p̃i11 (x), p̃i31 (x), p̃ik(x)}i1=1,2,...,n1;i3=n2+1,n2+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,.... Опе-

раторы ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i10 (ξ) dξ p̃
i1
0 (x) +

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i20 (ξ) dξ p̃
i2
0 (x)+

+

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i21 (ξ) dξ p̃i21 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-
дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x)+zi20 (t)p̃i2∗0 (x)+zi21 (t)p̃i2∗1 (x)+
∞

∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i1j2
00 zj20 (t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i2
1 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
10 zj10 (t)+

+ K̃ i2j2
10 zj20 (t) + K̃ i2j2

11 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i2j2
00 zj20 (t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi2(t),

(1.48)
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P i1(t)=zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i2
1k, P i3(t)=

∞
∑

k=2

zk(t)δ
i3
k , M i3(t)=

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
k ,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi3k δ
i3(t) + αi3k α

i3(t)−
− (I− L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t) +K i2

0kz
i2
0 (t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

Φk(x) = ψi3k0p̃
i3∗
0 (x) + ψi1k1p̃

i1∗
1 (x) + ψi3k1p̃

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i1
0k = K̃ i1j3

00 ψj3k0 + K̃ i1j1
01 ψj1k1 + K̃ i1j3

01 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km,

K i2
0k = K̃ i2j3

00 ψj3k0 + K̃ i2j1
01 ψj1k1 + K̃ i2j3

01 ψj3k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j3

10 ψj3k0 + K̃ i2j1
11 ψj1k1 + K̃ i2j3

11 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
1mψ

j
km,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi3k =

√

J0ψ
i3
k0,

αi3k =
J1√
J0

ψi3k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-
ра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +

γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i3j3
00 ψj3k0 + K̃ i3j1

01 ψj1k1 + K̃ i3j3
01 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i3j
0l ψ

j
kl = γkψ

i3
k0,

K̃ i1j3
10 ψj3k0 + K̃ i1j1

11 ψj1k1 + K̃ i1j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,
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K̃ i3j3
10 ψj3k0 + K̃ i3j1

11 ψj1k1 + K̃ i3j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K̃ ij3
m20

ψj3k0 + K̃ ij1
m21

ψj1k1 + K̃ ij3
m21

ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).

3. Решение задачи при условиях первого, третьего и четвер-

того типов.
Рассмотрим вариант, когда штампы можно разделить на три группы,

на одной из которых заданы осадки и моменты, на другой — кинематиче-
ский условия (осадки и углы поворотов), а на третьей — вдавливающие

силы и углы поворота. Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1,
второй — от n1 + 1 до n2, третьей — от n2 + 1 до n.

Итак, частично известны вдавливающие силы P i3(t), моменты M i1(t),

осадки δi1(t), δi2(t) и углы поворота αi2(t), αi3(t), а необходимо найти
контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), P i2(t), моменты

M i2(t), M i3(t), осадки δi3(t) и углы поворота αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 =
1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Так как здесь присутствуют условия 4 типа, то следует использовать
систему базисных функций, определяемых соотношениями (1.14).

Пространство представляется в виде прямой суммы двух ортогональ-

ных подпространств L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕ L

(1)
2 ([−1, 1], V ),

где L
(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство с базисными функция-

ми {p̃i10 (x), p̃i30 (x)}i1=1,2,...,n1;i3=n2+1,n2+2,...,n, а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильберто-

во пространство с базисом {p̃i20 (x), p̃ik(x)}i2=n1+1,n1+2,...,n2;i=1,2,...,n;k=1,2,3,....

Операторы ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i10 (ξ) dξ p̃
i1
0 (x)+

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i30 (ξ) dξ p̃
i3
0 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-

дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) + zi30 (t)p̃i3∗0 (x) +
∞

∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,
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αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i1j3
00 zj30 (t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi3(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i3
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i3j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i3j3
00 zj30 (t) +

∞
∑

k=1

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k, P i2(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)δ
i2
k ,

M i2(t) =
∞

∑

k=1

zk(t)α
i2
k , M i3(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i3
1k,

(1.49)

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi2k δ
i2(t) + αi2k α

i2(t) + αi31kα
i3(t)−

− (I− L2)[K
i1
0kz

i1
0 (t) +K i3

0kz
i3
0 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

Φk(x) = ψi2k0p̃
i2∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),

K i1
0k = K̃ i1j2

00 ψj2k0 +

∞
∑

m=1

K̃ i1j
0mψ

j
km, K i3

1k = K̃ i3j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

m=1

K̃ i3j
0mψ

j
km,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi2k =

√

J0ψ
i2
k0,

αi2k =
J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1, αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-
ра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +
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γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i2j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K̃ ij2
m20

ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).

4. Решение задачи при условиях второго, третьего и четвер-
того типов.

Рассмотрим вариант, когда штампы можно разделить на три груп-

пы, на одной из которых заданы осадки и моменты, на другой известны
вдавливающие усилия и моменты, а на третьей — вдавливающие силы и

углы поворота. Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1, второй
— от n1 + 1 до n2, третьей — от n2 + 1 до n.

Итак, частично известны вдавливающие силы P i2(t), P i3(t), моменты

M i1(t), M i2(t), осадки δi1(t) и углы поворота αi3(t), а необходимо най-
ти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), моменты
M i3(t), осадки δi2(t), δi3(t) и углы поворота αi1(t), αi2(t) (i = 1, 2, . . . , n,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Так как здесь присутствуют условия 4 типа, то следует использовать
систему базисных функций, определяемых соотношениями (1.14).

Пространство представляется в виде прямой суммы двух ор-

тогональных подпространств L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), где L

(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство

с базисными функциями {p̃i0(x), p̃i21 (x)}i2=n1+1,n1+2,...,n2;i=1,2,...,n,

а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово пространство с базисом

{p̃i11 (x), p̃i31 (x), p̃ik(x)}i1=1,2,...,n1;i3=n2+1,n2+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,.... Операто-

ры ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i0(ξ) dξ p̃i0(x) +

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i21 (ξ) dξ p̃
i2
1 (x), P1 = I−P0.
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Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-
дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i
0(x) + zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i1j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i2j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i2
1 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j
10 z

j
0(t)+

+ K̃ i2j2
11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

δi3(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i3
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i3j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i3j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i1
1k, M i3(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

(1.50)

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

,

zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + αi31kα
i3(t)−

− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

Φk(x) = ψi1k1p̃
i1∗
1 (x) + ψi3k1p̃

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),
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K i
0k = K̃ ij1

01 ψ
j1
k1 + K̃ ij3

01 ψ
j3
k1 +

∞
∑

m=2

K̃ ij
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j1

11 ψj1k1 + K̃ i2j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-

ра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +
γkK

2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i1j1
11 ψj1k1 + K̃ i1j3

11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,

K̃ i3j1
11 ψj1k1 + K̃ i3j3

11 ψj3k1 +
∞

∑

l=2

K̃ i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K̃ ij1
m21

ψj1k1 + K̃ ij3
m21

ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).
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1.5 Решение задачи для четырех групп штампов

Рассмотрим вариант, когда система штампов состоит из четырех

групп, на первой из которых заданы моменты приложения нагрузок и
осадки штампов, на второй — квазистатические (известны вдавливаю-

щие усилия и моменты), на третьей — кинематические условия (извест-
ны осадки и углы поворота), а на на четвертой известны силы и углы

поворота. Штампы первой группы пронумеруем от 1 до n1, второй — от
n1 + 1 до n2, третьей — от n2 + 1 до n3, третьей — от n3 + 1 до n.

Итак, частично известны вдавливающие силы P i2(t), P i4(t) , моменты
M i1(t), M i2(t), осадки δi1(t), δi3(t) и углы поворота αi3(t), αi4(t), а необ-
ходимо найти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t),

P i3(t) , моменты M i3(t), M i4(t), осадки δi2(t), δi4(t) и углы поворота
αi1(t), αi2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n).
Пространство представляется в виде прямой суммы двух ортогональ-

ных подпространств L2([−1, 1], V ) = L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕ L

(1)
2 ([−1, 1], V ),

где L
(0)
2 ([−1, 1], V ) — евклидово пространство, базис которо-

го {p̃i10 (x), p̃i20 (x), p̃i40 (x), p̃i21 (x)}i1=1,2,...,n1,i2=n1+1,n1+2,...,n2;i4=n3+1,n3+2,...,n,

а L
(1)
2 ([−1, 1], V ) — гильбертово простран-

ство, базисными функциями которого являются
{p̃i30 (x), p̃i11 (x), p̃i31 (x), p̃i41 (x), p̃ik(x)} i1=1,2,...,n1;i3=n2+1,n2+2,...,n3;

i3=n3+1,n3+2,...,n;i=1,2,...,n;k=2,3,4,...

. Опера-

торы ортогонального проектирования имеют вид

P0f(x) =

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i10 (ξ) dξ p̃
i1
0 (x) +

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i20 (ξ) dξ p̃
i2
0 (x)+

+

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i40 (ξ) dξ p̃i40 (x) +

1
∫

−1

f(ξ) · p̃i21 (ξ) dξ p̃i21 (x), P1 = I−P0.

Окончательные формулы, представляющие решение поставленной за-
дачи имеют вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) + zi20 (t)p̃i2∗0 (x) + zi40 (t)p̃i4∗0 (x)+

+ zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

c(t)(I− L1)z
i1
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t) + K̃ i1j2

00 zj20 (t)+
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+ K̃ i1j4
00 zj40 (t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi2(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i2
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
00 zj10 (t) + K̃ i2j2

00 zj20 (t)+

+ K̃ i2j4
00 zj40 (t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi2(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i2
1 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
10 zj10 (t)+

+ K̃ i2j2
10 zj20 (t) + K̃ i2j4

10 zj40 (t) + K̃ i2j2
11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

δi4(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i4
0 (t) + (I− L2)

[

K̃ i4j1
00 zj10 (t) + K̃ i4j2

00 zj20 (t)+

+ K̃ i4j4
00 zj40 (t) + K̃ i4j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i4
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi4(t),

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k, P i3(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)δ
i3
k ,

(1.51)

M i3(t) =
∞

∑

k=1

zk(t)α
i3
k , M i4(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i4
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi40 (t) =
P i4(t)√
J0

,

zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi3k δ
i3(t) + αi3k α

i3(t) + αi41kα
i4(t)− gk−

− (I− L2)[K
i1
0kz

i1
0 (t)+K i2

0kz
i2
0 (t)+K i4

0kz
i4
0 (t)+K i2

1kz
i2
1 (t)]}/[c(t)+γk]

)

,

Φk(x) = ψi3k0p̃
i3∗
0 (x)+ψi1k1p̃

i1∗
1 (x)+ψi3k1p̃

i3∗
1 (x)+ψi4k1p̃

i4∗
1 (x)+

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i1
0k = K̃ i1j3

00 ψj3k0 + K̃ i1j1
01 ψj1k1 + K̃ i1j3

01 ψj3k1 + K̃ i1j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km,
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K i2
0k = K̃ i2j3

00 ψj3k0 + K̃ i2j1
01 ψj1k1 + K̃ i2j3

01 ψj3k1 + K̃ i2j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

K i4
0k = K̃ i4j3

00 ψj3k0 + K̃ i4j1
01 ψj1k1 + K̃ i4j3

01 ψj3k1 + K̃ i4j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i4j
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j3

10 ψj3k0 + K̃ i2j1
11 ψj1k1 + K̃ i2j3

11 ψj3k1 + K̃ i2j4
11 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi3k =

√

J0ψ
i3
k0,

αi3k =
J1√
J0

ψi3k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, αi41k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi4k1,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), яд-
ра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер [c(t)K1(t, τ) +

γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i =

1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i3j3
00 ψj3k0 + K̃ i3j1

01 ψj1k1 + K̃ i3j3
01 ψj3k1 + K̃ i3j4

01 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i3j
0mψ

j
km = γkψ

i3
k0,

K̃ i1j3
10 ψj3k0 + K̃ i1j1

11 ψj1k1 + K̃ i1j3
11 ψj3k1 + K̃ i1j4

11 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km = γkψ

i1
k1,

K̃ i3j3
10 ψj3k0 + K̃ i3j1

11 ψj1k1 + K̃ i3j3
11 ψj3k1 + K̃ i3j4

11 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i3j
0mψ

j
km = γkψ

i3
k1,

K̃ i4j3
10 ψj3k0 + K̃ i4j1

11 ψj1k1 + K̃ i4j3
11 ψj3k1 + K̃ i4j4

11 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i4j
0mψ

j
km = γkψ

i4
k1,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются формулами (1.44).
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1.6 Численные расчеты

Будем рассматривать двухслойное основание, нижний слой которо-

го является упругим, а верхний — вязкоупругим. Для определенности
будем считать, что сцеплены как слои, так и нижний слой и недеформи-

руемого основание. В качестве вязкоупругого материала покрытия будем
рассматривать такой материал, изменение модуля упругости которого с

течением времени несущественно, то есть E1(t) ≡ E1, мера ползучести
этого материала задается выражением

C1(t, τ) = (C0 + A0e
−χτ)

[

1− e−ψ(t−τ)], (1.52)

а материалы характеризуется следующими соотношениями параметров

c(t) ≡ E2

E1
= 40, ν1 = 0.3, ν2 = 0.1,

C0E1 = 0.5522, A0E1 = 4, χ = 0.031 (1/сут), ψ = 0.06 (1/сут).

Такие отношения характерны для многих полимеров, композитов и бе-
тонов.

Основание взаимодействует с системой из трех одинаковых штампов.
Толщина нижнего слоя в 1.5 раза больше полуширин штампов, а рас-

стояния между соседними штампами одинаковы и составляют четверть
ширины каждого штампа. Это означает, что

n = 3, λ = 1.5, η2 − η1 = η3 − η2 = 2.5.

Примем также, что первый ось первого штампа совпадает осью y, то
есть η1 = 0. Толщина покрытия переменна и значительно меньше ширин

штампов. Примем, что отношение толщины покрытия к ширине штампа
задается в виде

h(x)

ā
= 0.01

[

1 + 0.05 cos

(

40πx

ā

)]

.

Так как рассматривается конформный контакт, то формы основания
штампов согласованы с формой покрытия. Тогда безразмерная функция

m(x) принимает вид

m(x) = 0.0075[1 + 0.05 cos(20πx)]. (1.53)

Первая группа расчетов будет включать в себя случаи, когда на всех
штампах известны приложенные силы и моменты, а вторая группа рас-
четов — когда на всех штампах известны осадки и углы поворотов. Во
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Фиг. 1.2. Контактные давления

a ´10 a ´10a ´101 323 33

4.3 4.11

4.2 4.20

4.1 4.31
t tt

1 116 6611 1111

Фиг. 1.3. Углы поворота штампов

всех расчетах считается, что силы начинают прикладываться в момент

времени τ0 = 10 сут.

1. Расчеты при заданных силах и моментах.

Пусть ко всем штампам приложена одинаковая осевая постоянная си-
ла: P 1(t) = P 2(t) = P 3(t) ≡ 0.1, M1(t) = M2(t) = M3(t) ≡ 0. Графики
контактных давлений в различные моменты времени представлены на

рисунке 1.2 (здесь и далее графики, изображенные штриховыми линия-
ми соответствуют начальному моменту времени, а графики, изображен-

ные сплошными линиями, соответствуют t → ∞). Следует отметить,
что величина приложенной силы не влияет на вид графика распределе-

ния контактных давлений. Из графика видно, что профиль покрытия
вносит существенный вклад в вид графика контактных давлений, а по-

строенное решение позволило уловить все особенности. Так как задача
симметрична, то средний штамп не поворачивается, а крайние штам-
пы наклоняются в сторону среднего на одинаковый угол (рис. 1.3). При
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d      ´101,2,3 3

8

5
1 11

1,3

2

t

Фиг. 1.4. Осадки штампов

этом осадка среднего штампа больше, чем крайних (рис. 1.4). Несмотря
на то, что форма покрытия под штампами описывается абсолютно одной

и той же функцией, а приложенная нагрузка одинакова, все штампы ве-
дут себя по-разному. Это объясняется взаимовлиянием штампов друг на

друга. Если бы расстояние между штампами значительно превышало их
ширины, то все графики были бы абсолютно одинаковы. Задавая дру-

гие значения сил и моментов (P 1(t) = P 2(t) = P 3(t) ≡ 0.1, M1(t) ≡ 0,
M2(t) = M3(t) = 0.01), можно добиться того, например, чтобы все штам-
пы наклонялись в одну сторону. Контактные давления и графики изме-

нения углов поворота для этого случая изображены на рис. 1.5 и 1.6).
Характер наклона штампов может объясняться не только величиной и

местом приложения нагрузки, но и видом функции толщины покрытия.
В случае, когда функция m(x) нечетна, например,

m(x) = 0.0075[1 + 0.05 sin(20πx)],

распределение контактных давлений также несимметрично и, как след-
ствие, наклон среднего штампа объясняется только несимметричностью

функции m(x) (рис. 1.7).

2. Расчеты при заданных силах и углах поворота.
Зачастую бывает необходимо обеспечить заданные углы поворота

штампов при известных приложенных силах. Такая задача актуальна,
например, при строительстве объектов недвижимости в непосредствен-

ной близости друг от друга, когда крены зданий стремятся свести к
минимуму; при такой постановке необходимо, чтобы все углы поворо-

та тождественно обращались в ноль.
Проведем расчет при условии, что все приложенные силы одинаковы

и равны P 1(t) = P 2(t) = P 3(t) ≡ 0.1, все углы поворота равны ну-
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Фиг. 1.5. Контактные давления

Фиг. 1.6. Углы поворота штампов

Фиг. 1.7. Углы поворота штампов

лю, а функция m(x) задается уравнением (1.53). Графики контактных

давлений в начальный момент времени и при t → ∞ представлены на
рис. 1.8. Видно, что характер распределения поменялся по сравнению со
случаем, представленным на рис. 1.2. Для обеспечения нулевых углов
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Фиг. 1.8. Контактные давления

Фиг. 1.9. Моменты приложения нагрузки

поворота необходимо с течением времени менять моменты приложения

нагрузки, графики которых представлены на рис. 1.9.
Приведеные расчеты показывают, что построенное в этом главе реше-

ние позволяет учесть одновременно множество факторов: вязкоупругие
свойства материалов основания, взаимное влияние штампов, быстроиз-
меняющиеся профили контактирующих поверхностей.
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1.7 Основные результаты и выводы

Подведем итоги проведенных в этой главе исследований.

1. Поставлены плоские задачи о конформном (согласованном) контакте
между вязкоупругими стареющими основаниями с покрытиями и ре-

гулярными системами жестких штампов. Для 15 возможных вариан-
тов постановки контактной задачи на основании обобщенного проек-

ционного метода впервые построены аналитические решения. В выра-
жениях для контактных давлений под штампами в явном виде выде-
лена функция, пропорциональная толщине покрытия, что позволяет

производить вычисления в случаях, когда форма покрытия описыва-
ется быстро изменяющейся функцией, что характерно для реальных

поверхностей, профили которых измерены экспериментально.

2. Получены аналитические выражения для неизвестных характеристик

на каждом штампе в каждой из 15 постановок (углы поворота, осадки
штампов, приложенная нагрузка, момент приложения нагрузки).

3. Исследовано влияние сил и эксцентриситетов их приложения на ха-
рактер решения. Установлено, что к наклону штампов может приво-
дить как действия приложенных нагрузкок, так и форма покрытия.

При помощи управления какими-либо параметрами можно добиться
заданного заранее правила изменения других параметров. Например,

при помощи изменения эксцентриситета приложенной нагрузки мож-
но добиться нулевых углов поворота всех штампов.



Глава 2

Задачи множественного контакта для

оснований с поверхностно

неоднородными покрытиями

В главе исследуются плоские задачи контакта систем жестких штам-
пов и вязкоупругого стареющего основания с тонким поверхностно неод-
нородным покрытием, то есть покрытием, свойства которого не меня-

ются по глубине, но зависят от продольной координаты. Поверхностная
неоднородность обуславливается особенностями нанесения покрытия на

нижний слой, обработкой поверхностных слоев (травление, лазерная об-
работка, термическая обработка, ионная имплантация и т. д.). Неодно-

родность может быть связана с использованием материалов с различны-
ми свойствами при изготовлении покрытий.

Как и в случае задачи о конформном контакте, для такой задачи так-
же существуют 15 различных постановок. Решения для всех 15 постано-
вок получены и представлены в настоящем разделе. Проведены числен-

ные расчеты. Сделаны качественные выводы.

Основные результаты главы отражены в работах [32, 34–36, 43, 44, 46,
97, 99].
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2.1 Постановка задачи и общие соотношения

1. Формулировка задачи.

Однородный вязкоупругий стареющий слой толщины H, изготовлен-
ный в момент времени τ2 лежит на подстилающем недеформируемом

основании. Между слоем и подстилающим основанием осуществляется
либо идеальный контакт, либо гладкий. Слой покрыт тонким упругим
покрытием толщины h, жесткость которого не превышает жесткости ос-

новного слоя. Между слоем и покрытием также может осуществляться
либо идеальный, либо гладкий контакт. Слой обладает поверхностной

неоднородностью, то есть его упругие характеристики меняются от точ-
ки к точке поверхности, но постоянны по глубине. Рассматривается слу-

чай, когда неоднородность описывается функцией, период которой равен
∆a.

В момент времени τ0 ≥ τ2 на описанный пакет слоев начинает действо-
вать система n жестких штампов шириной ā. Расстояние между осями
соседних штампов равна ∆a (система штампов регулярна). Формы штам-

пов задаются одинаковыми функциями gi(x), которые, фактически, опи-
сывают зазор (расстояние) между i-м штампом и покрытием в недефор-

мированном состоянии (gi(x) ≡ g(x) ≥ 0, ∃x0i ∈ [ai, bi] : gi(x0i) = 0;
x ∈ [ai, bi], i = 1, 2, . . . , n).

Схема контактного взаимодействия представлена на рисунке 2.1.
Считается также, что толщина покрытия h много меньше ширины

области контакта ā, а области контакта имеют ширины ā и со временем

не изменяются. Рассматривается случай плоской деформации.
Под воздействием нагрузки вышеописанное основание деформирует-

ся, а штампы перемещаются и поворачиваются.
Как и в предыдущей задаче, на любом штампе возможен один из че-

тырех типов условий. Поэтому существует 15 различных вариантов по-
становки задачи. Подход к решению всех 15 вариантов одинаков. Необхо-

димо по известным данным определить недостающие величины, а также
контактные давления под штампами.

2. Математическая модель задачи.

Как и ранее, заменив штампы некоторыми распределенными нагруз-
ками pi(x, t) (i = 1, 2, . . . , n). Очевидно, что в области действия штам-

пов они будут совпадать по модулю с контактными давлениями qi(x, t),
но иметь противоположные направления, то есть pi(x, t) = −qi(x, t)
(i = 1, 2, . . . , n). На основании известных решений для однородного слоя
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H

b b b1

1

2

2

n

n

1 2 n

1 n

Фиг. 2.1. Множественный контакт для тел с неоднородными покрытиями

произвольной толщины и тонкого слоя (см. раздел 0.3), можно получить
выражение для перемещений верхней грани слоя с покрытием под дей-

ствием распределенных нормальных нагрузок qi(x, t)

vi(x, t) = h
qi(x, t)

R(x)
+

+
2(1− ν2

2)

π

n
∑

j=1

(I− L2)
1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ,

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(2.1)

где E2(t− τ2), ν2 — модуль упругомгновенной деформации и коэффици-

ент Пуассона нижнего основного слоя, ai, bi — левая и правая координаты
i-го штампа (i = 1, 2, . . . , n); kpl(s) — ядро плоской контактной задачи,

зависящее от условий на нижней грани слоя и задаваемое формулой (1.2);
I — тождественный оператор, L2 — интегральный оператор Вольтерра с

ядром K2(t− τ2, τ − τ2), K2(t, τ) = E2(τ)
∂
∂τ

[E−1
2 (τ) + C2(t, τ)], а C2(t, τ)

— мера ползучести; R(x) — функция, зависящая от упругих характери-

стик покрытия и условий соединения слоев, которую иногда называют
контактной жесткостью (R(x) = E1(x)[1−ν1(x)]/{[1+ν1(x)][1−2ν1(x)]}
при сцеплении и R(x) = E1(x)/[1− ν2

1(x)] при гладком контакте).

В то же время осадка верхней грани слоя будет в точности совпадать с

осадками штампов как жесткого целого за вычетом формы штампов (ис-
ходных зазоров). Из сформулированного утверждения и формулы (2.1)
можно получить следующую систему смешанных интегральных уравне-
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ний

h
qi(x, t)

R(x)
+

2(1− ν2
2)

π

n
∑

j=1

(I− L2)
1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ =

= δi(t) + αi(t)(x− ηi)− gi(x),

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(2.2)

где δi(t) и αi(t) — осадка и угол поворота i-го штампа, ηi = 1
2
(ai + bi) —

срединная точка i-го штампа.

Дополнительными условиями для штампов являются условия их рав-
новесия на слое (1.4).

Таким образом математическая модель задачи представляет из себя

систему уравнений (2.2) с дополнительными условиями (1.4).

Приведем эту систему с дополнительными условиями к безразмерно-

му виду. Для этого сделаем следующую замену переменных

x∗ =
2(x− ηi)

ā
, ξ∗ =

2(ξ − ηj)

ā
, t∗ =

t

τ0
, τ ∗2 =

τ2
τ0
,

λ =
2H

ā
, δi∗(t∗) =

2δi(t)

ā
, αi∗(t∗) = αi(t),

gi∗(x∗) ≡ g∗(x) =
2gi(x)

ā
≡ 2g(x)

ā
, c∗(t∗) =

E2(t− τ2)

E0
,

m∗(x∗) ≡ mi(x∗) =
E0

2(1− ν2
2)R(x)

2h

ā
, qi∗(x∗, t∗) =

2(1− ν2
2)qi(x, t)

E2(t− τ2)
,

P i∗(t∗) =
4Pi(t)(1− ν2

2)

E2(t− τ2)ā
, M i∗(t∗) =

8ei(t)Pi(t)(1− ν2
2)

E2(t− τ2)ā2
,

Fij∗f(x∗) =

1
∫

−1

kij(x∗, ξ∗)f(ξ∗)dξ∗, L∗2f(t∗) =

t∗
∫

1

K2∗(t∗, τ ∗)f(τ ∗)dτ ∗,

kij(x∗, ξ∗) =
1

π
kpl

(

x− ξ

H

)

=
1

π
kpl

(

x∗ − ξ∗ + ηi∗ − ηj∗

λ

)

, ηi∗ =
2ηi
ā
,

K2∗(t∗, τ ∗) = K(t− τ2, τ − τ2)τ0, i, j = 1, 2, . . . , n.

(2.3)

Опустив в новой системе звездочки, получим теперь уже безразмерную
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систему уравнений с дополнительными условиями

c(t)m(x)qi(x, t) + (I− L2)
n

∑

j=1

Fijqj(x, t) = δi(t) + αi(t)x− gi(x),

1
∫

−1

qi(ξ, t) dξ = P i(t),

1
∫

−1

qi(ξ, t)ξ dξ = M i(t),

x ∈ [−1, 1], t ≥ 1, i = 1, 2, . . . , n.

(2.4)

Полученную систему уравнений с дополнительными условиями (2.4)

можно представить в виде единственного операторного уравнения с дву-
мя векторными дополнительными условиям

c(t)m(x)q(x, t) + (I− L2)Gq(x, t) = δ(t) + α(t)x− g(x),
1

∫

−1

q(ξ, t) dξ = P(t),

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ = M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1,
(2.5)

где введены следующие векторы, матрицы и операторы

q(x, t) = qi(x, t)ii, P(t) = P i(t)ii, M(t) = M i(t)ii,

δ(t) = δi(t)ii, α(t) = αi(t)ii, g(x) = gi(x)ii,

k(x, ξ) = kij(x, ξ)iiij , Gf(x) =

1
∫

−1

k(x, ξ) · f(ξ) dξ.
(2.6)

3. О преобразовании уравнений, базисе и решении задачи.

Как и в случае задачи о конформном контакте, все решения данной

задачи будут строиться идентично. И для получения решения всех ва-
риантов необходимо в первую очередь преобразовать уравнение к необ-
ходимому виду.

Сделаем в (2.5) замену переменных по формулам (1.11), мы придем к

следующим уравнениям

c(t)Q(x, t) + (I− L2)FQ(x, t) =
δ(t) + α(t)x− g(x)

√

m(x)
, (2.7)

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
dξ=P(t),

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
ξ dξ=M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1. (2.8)
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Так как математические модели задач о конформном контакте и кон-
такте тел с неоднородными покрытиями схожи и отличаются лишь нали-

чием либо отсутствием в левой стороне основного уравнения оператора
вязкоупругости, а в правой — вектора g(x), то построение решения лю-
бой из постановок будет практически полностью повторять тот процесс,

который был описан ранее. Поэтому в ограничимся в этом разделе лишь
представлением окончательных результатов. Отметим, что как и ранее,

мы будем использовать те же самые специальные базисы, для построе-
ния которых будем пользоваться соотношениями (1.12)–(1.14).
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2.2 Решение задач для одной группы штампов

1. Решение задачи с известной правой частью (тип 1).

Известны осадки δi(t) и углы поворота αi(t). Требуется определить

контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i(t) и моментыM i(t)
(i = 1, 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

∞
∑

k=0

zk(t)Φk(x),

P(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t) dξ =

∞
∑

k=0

zk(t)δ
i
ki
i,

M(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=0

zk(t)α
i
ki
i,

(2.9)

где

zk(t) = −(I + Wk)
δikδ

i(t) + αikα
i(t)− gk

c(t) + γk
, Φk(x) =

∞
∑

m=0

ψikmpi∗m(x),

δik =
√

J0ψ
i
k0, αik =

J1√
J0

ψik0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψik1,

gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, k = 0, 1, 2, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k,m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы уравнений (1.15)
и (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 0, 1, 2, . . .) являются резольвентами ядер
γkK

2(t, τ)/[c(t) + γk].

2. Решение задачи при известных давлениях и моментах

(тип 2).

Известны вдавливающие силы P i(t) и моментыM i(t). Требуется опре-
делить контактные давления qi(x, t), осадки δi(t) и углы поворота штам-
пов αi(t) (i = 1, 2, . . . , n).
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Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) + zi1(t)p

i∗
1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

α(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi1 + c(t)zi1(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
10z

j
0(t) +K ij

11z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
1kzk(t)

]}

ii,

δ(t) =
1√
J0

{

gi0 + c(t)zi0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij

01z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

ii − J1

J0
α(t),

(2.10)

где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, zi1(t) =
J0M

i(t)− J1P
i(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

, Φk(x) =

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

zk(t) = −(I+Wk)
(I−L2)[K

i
0kz

i
0(t)+K

i
1kz

i
1(t)]− gk

c(t) + γk
,

gil =

1
∫

−1

g(ξ) · pi∗l (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

K i
lk =

∞
∑

m=2

K ij
lmψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . , l = 0, 1,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k,m = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы уравнений (1.28),
коэффициенты K ij

ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-
жением (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами

ядер γkK
2(t, τ)/[c(t) + γk].

3. Задача с известными силами и углами поворота (тип 3).

Известны вдавливающие силы P i(t) и углы поворота штампов αi(t).
Требуется определить контактные давления qi(x, t), осадки штампов
δi(t) и моменты M i(t) (i = 1, 2, . . . , n).
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Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

δ(t) =
1√
J0

{

gi0 + c(t)zi0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i
0kzk(t)

]}

ii −α(t)
J1

J0
,

M(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ =

[

zi0(t)
J1√
J0

+

∞
∑

k=1

zk(t)α
i
1k

]

ii,

(2.11)

где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, Φk(x) =
∞

∑

m=1

ψikmpi∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
αi1kα

i(t)− (I− L2)K
i
0kz

i
0(t)− gk

c(t) + γk
,

αi1k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψik1, K i

0k =

∞
∑

m=1

K ij
0mψ

j
km,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ) · pi∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk

(k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) находятся из системы
∞
∑

l=1

K ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 1, 2, 3, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.16), а ядра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами

ядер γkK
2(t, τ)/[c(t) + γk].

4. Задача с известными моментами и осадками штампов
(тип 4).

Известны моменты M i(t) и осадки штампов δi(t). Требуется опреде-
лить контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i(t) и углы по-
ворота αi(t) (i = 1, 2, . . . , n).
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Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̂
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

α(t) =
1√
J2

{

gi0 + c(t)zi0(t)+

+ (I− L2)

[

K̂ ij
00z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i
0kzk(t)

]}

ii − δ(t)
J1

J2
,

P(t) =

1
∫

−1

q(ξ, t) dξ =

[

zi0(t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=1

zk(t)δ̂
i
1k

]

ii,

(2.12)

где

zi0(t) =
M i(t)√
J2

, Φk(x) =

∞
∑

m=1

ψikmp̂i∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
δ̂i1kδ

i(t)− (I− L2)K
i
0kz

i
0(t)− gk

c(t) + γk
,

δ̂i1k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψik1, K i

0k =

∞
∑

m=1

K̂ ij
0mψ

j
km,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ) · p̂i∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̂i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.13), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) +

γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) яв-

ляются решением задачи
∞
∑

l=0

K̂ ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km, где коэффициенты K̂ ij

ml

(m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выражениями (1.39).
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2.3 Решение задач для двух групп штампов

1. Решение задачи при условиях первого и второго типов.

Пусть на одной части штампов заданы силы P i1(t) и моменты M i1(t),
на другой части — осадки δi2(t) и углы поворота αi2(t), а требуется найти

контактные давления qi(r, t), осадки δi1(t), углы поворота αi1(t), вдавли-
вающие усилия P i2(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1,

i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)pi1∗0 (x) + zi11 (t)pi1∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi11 + c(t)zi11 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j1
10 zj10 (t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,

δi1(t) =
1√
J0

{

gi10 + c(t)zi10 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j1
00 zj10 (t) +K i1j1

01 zj11 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

(2.13)

P i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t) dξ =
∞

∑

k=2

zk(t)δ
i2
k ,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=2

zk(t)α
i2
k ,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
P i1(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
δi2k δ

i2(t) + αi2k α
i2(t)− (I−L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t)+K i1

1kz
i1
1 (t)]− gk

c(t) + γk
,

Φk(x) = ψi2k0p
i2∗
0 (x) + ψi2k1p

i2∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),
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δi2k =
√

J0ψ
i2
k0, αi2k =

J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

gi1l =

1
∫

−1

g(ξ) · pi1∗l (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

K i1
lk = K i1j2

l0 ψj2k0 +K i1j2
l1 ψj2k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
lmψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . , l = 0, 1,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов

J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из системы уравнений

K i2j2
00 ψj2k0 +K i2j2

01 ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K i2j2
10 ψj2k0 +K i2j2

11 ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,

K ij2
m20

ψj2k0 +K ij2
m21

ψj2k1 +

∞
∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами
ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) + γk].

2. Решение задачи при условиях первого и третьего типов.

Пусть на всех штампах известны углы поворота αi(t), на одной части
штампов — осадки δi1(t), на другой части — действующие силы P i2(t),

а требуется найти контактные давления qi(r, t), моменты M i(t), силы
P i1(t) и осадки δi2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 +

2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi20 (t)pi2∗0 (x) +
∞

∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,
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δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t)+

+ (I− L2)

[

K i2j2
00 zj20 (t) +

∞
∑

k=1

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi2(t),

P i1(t) =
∞

∑

k=1

zk(t)δ
i1
k ,

M i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t)ξ dξ =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i1
k ,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+
∞

∑

k=1

zk(t)α
i2
1k,

(2.14)

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, Φk(x) = ψi1k0p
i1∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmpi∗m(x),

zk(t)=(I+Wk)
δi1k δ

i1(t) + αi1k α
i1(t)+αi21kα

i2(t)−(I−L2)K
i2
0kz

i2
0 (t)−gk

c(t) + γk
,

δi1k =
√

J0ψ
i1
k0, αi1k =

J1√
J0

ψi1k0+

√

J0J2−J2
1

J0
ψi1k1, αi21k=

√

J0J2−J2
1

J0
ψi2k1,

gi20 =

1
∫

−1

g(ξ) · pi2∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

K i2
0k = K i2j1

00 ψj1k0 +
∞

∑

m=1

K i2j
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов
J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 1, 2, 3, . . .) находятся из

K i1j1
00 ψj1k0 +

∞
∑

l=1

K i1j
0l ψ

j
kl = γkψ

i1
k0,
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K ij1
m20

ψj1k0 +
∞

∑

l=1

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами
ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) + γk].

3. Решение задачи при условиях второго и третьего типов.

На всех штампах известны вдавливающие силы P i(t), на первой ча-
сти штампов известны моменты M i1(t), на второй части штампов — уг-

лы поворота αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t),
осадки δi(t) (i = 1, 2, . . . , n), углы поворота αi1(t) и моменты M i2(t)
(i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p
i∗
0 (x) + zi11 (t)pi1∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

δ(t) =
1√
J0

{

gi0 + c(t)zi0(t)+

+ (I− L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij1

01 z
j1
0 (t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

ii −α(t)
J1

J0
,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi11 + c(t)zi11 (t)+

+ (I− L2)

[

K i1j
10 z

j
0(t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+

∞
∑

k=2

zk(t)α
i2
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(2.15)

где

zi0(t) =
P i(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
αi21kα

i2(t)− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i1

1kz
i1
1 (t)]− gk

c(t) + γk
,
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Φk(x) = ψi2k1p
i2∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

K i
0k = K ij2

01 ψ
j2
k1 +

∞
∑

m=2

K ij
0mψ

j
km, K i1

1k = K i1j2
11 ψj2k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
1mψ

j
km,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ)·pi∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi11 =

1
∫

−1

g(ξ)·pi1∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

αi21k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов

J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из

K i2j2
11 ψj2k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,

K ij2
m21

ψj2k1 +
∞

∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами

ядер γkK
2(t, τ)/[c(t) + γk].

4. Решение задачи при условиях первого и четвертого типов.

На всех штампах известны осадки δi(t), на первой части штампов
известны моменты M i1(t), на второй части штампов — углы поворота

αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t), силы P i(t), углы
поворота αi1(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 =
n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).
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Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ =
∞

∑

k=1

zk(t)α̂
i2
k ,

P i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t) dξ =

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i2
k ,

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(2.16)

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, Φk(x) = ψi2k0p̃
i2∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),

zk(t)=(I+Wk)
δ̂i11kδ

i1(t) + δ̂i2k δ
i2(t)+α̂i2k α

i2(t)−(I−L2)K
i1
0kz

i1
0 (t)−gk

c(t) + γk
,

δ̂i11k=

√

J0J2−J2
1

J2
ψi1k1, δ̂i2k =

J1√
J2

ψi2k0+

√

J0J2−J2
1

J2
ψi2k1, α̂i2k =

√

J2ψ
i2
k0,

gi10 =

1
∫

−1

g(ξ) · p̃i1∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

K i1
0k = K̃ i1j2

00 ψj2k0 +

∞
∑

m=1

K̃ i1j
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
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Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер γkK
2(t, τ)/[c(t) +

γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются

решением задачи

K̃ i2j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K̃ ij2
m20

ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями

K̃ i1j1
ml = K̂ i1j1

ml ,

K̃ i1j2
0l =

J1√
J0J2

K i1j2
0l +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i1j2

1l ,

K̃ i1j2
1l =

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i1j2

0l − J1√
J0J2

K i1j2
1l , K̃ i1j2

m2l
= K i1j2

m2l
,

K̃ i2j1
m0 =

J1√
J0J2

K i2j1
m0 +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i2j1
m1 ,

K̃ i2j1
m1 =

√

J0J2 − J2
1

J0J2
K i2j1
m0 −

J1√
J0J2

K i2j1
m1 , K̃ i2j1

ml2
= K i2j1

ml2
,

(2.17)

K̃ i2j2
ml = K i2j2

ml ,

i, j = 1, 2, . . . , n, i1, j1 = 1, 2, . . . , n1, i2, j2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

m, l = 0, 1, 2, . . . , m2, l2 = 2, 3, 4, . . . ,

в которых коэффициенты K ij
ml и K̂ ij

ml вычисляются по формулам (1.16)

и (1.39), соответственно.

5. Решение задачи при условиях второго и четвертого типов.

На всех штампах известны моменты M i(t), на первой части штампов
известны осадки δi1(t), на второй части штампов — вдавливающие силы

P i2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t), осадки δi2(t),
углы поворота αi(t) и силы P i1(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 =
n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).
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Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i∗
0 (x) + zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− δi1(t)
J1

J2
,

δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− αi2(t)
J1

J0
,

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi21 + c(t)zi21 (t)+

(2.18)

+ (I− L2)

[

K̃ i2j
10 z

j
0(t) + K̃ i2j2

11 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i1
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
δ̂i11kδ

i1(t)− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]− gk

c(t) + γk
,

Φk(x) = ψi1k1p̃
i1∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i
0k = K̃ ij1

01 ψ
j1
k1 +

∞
∑

m=2

K̃ ij
0mψ

j
km, K i2

1k = K̃ i2j1
11 ψj1k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
1mψ

j
km,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi21 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i2∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,
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δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) +
γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются

решением задачи

K̃ i1j1
11 ψj1k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,

K̃ ij1
m21

ψj1k1 +

∞
∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).

6. Решение задачи при условиях третьего и четвертого типов.

На первой части штампов известны осадки δi1(t) и моменты M i1(t),
на второй части штампов — вдавливающие силы P i2(t) и углы поворота
αi2(t), а необходимо найти контактные давления qi(x, t), осадки δi2(t),

углы поворота αi2(t), силы P i1(t) и моменты M i2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 =
1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i∗
0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t)+

+ (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− δi1(t)
J1

J2
,

δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t)+
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+ (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t) +

∞
∑

k=1

K i2
0kzk(t)

]}

− αi2(t)
J1

J0
, (2.19)

P i1(t) =

1
∫

−1

qi1(ξ, t) dξ = zi10 (t)
J1√
J2

+

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k,

M i2(t) =

1
∫

−1

qi2(ξ, t)ξ dξ = zi20 (t)
J1√
J0

+
∞

∑

k=1

zk(t)α
i2
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, Φk(x) =

∞
∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
δ̂i11kδ

i1(t) + αi21kα
i2(t)− (I− L2)K

i
0kz

i
0(t)− gk

c(t) + γk
,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, αi21k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

K i
0k =

∞
∑

m=1

K̃ ij
0mψ

j
km, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) +
γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются

решением задачи

∞
∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

, i = 1, 2, . . . , n, m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).



2.4. Решение задач для трех групп штампов 98

2.4 Решение задач для трех групп штампов

1. Решение задачи при условиях первого, второго и третьего
типов.

Частично известны вдавливающие силы P i1(t), P i3(t), моменты

M i1(t), осадки δi2(t) и углы поворота αi2(t), αi3(t), а необходимо най-
ти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i2(t), моменты

M i2(t), M i3(t), осадки δi1(t), δi3(t) и углы поворота αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n,
i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)pi1∗0 (x)+zi30 (t)pi3∗0 (x)+zi11 (t)pi1∗1 (x)+
∞

∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi11 + c(t)zi11 (t) + (I− L2)

[

K i1j1
10 zj10 (t)+

+K i1j3
10 zj30 (t) +K i1j1

11 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
1kzk(t)

]}

,

δi1(t) =
1√
J0

{

gi10 + c(t)zi10 (t) + (I− L2)

[

K i1j1
00 zj10 (t)+

+K i1j3
00 zj30 (t) +K i1j1

01 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

δi3(t) =
1√
J0

{

gi30 + c(t)zi30 (t) + (I− L2)

[

K i3j1
00 zj10 (t)+

+K i3j3
00 zj30 (t) +K i3j1

01 zj11 (t) +
∞

∑

k=2

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i2(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)δ
i2
k , M i2(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i2
k , M i3(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

(2.20)

где

zi10 (t) =
P i1(t)√
J0

, zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

, zi11 (t) =
J0M

i1(t)− J1P
i1(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δi2k δi2(t) + αi2k α
i2(t) + αi31kα

i3(t)− gk−
− (I− L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t) +K i3

0kz
i3
0 (t) +K i1

1kz
i1
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,
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Φk(x) = ψi2k0p
i2∗
0 (x) + ψi2k1p

i2∗
1 (x) + ψi3k1p

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmpi∗m(x),

K i1
0k = K i1j2

00 ψj2k0 +K i1j2
01 ψj2k1 +K i1j3

01 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K i1j
0mψ

j
km,

K i1
1k = K i1j2

10 ψj2k0 +K i1j2
11 ψj2k1 +K i1j3

11 ψj3k1 +
∞

∑

m=2

K i1j
1mψ

j
km,

K i3
0k = K i3j2

00 ψj2k0 +K i3j2
01 ψj2k1 +K i3j3

01 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K i3j
0mψ

j
km,

gi10 =

1
∫

−1

g(ξ) · pi1∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi11 =

1
∫

−1

g(ξ) · pi1∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ,

gi30 =

1
∫

−1

g(ξ) · pi3∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

δi2k =
√

J0ψ
i2
k0, αi2k =

J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1,

αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы pi∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) и значения интегралов

J0, J1, J2 определяются соотношениями (1.12), коэффициенты ψikm и γk
(k = 2, 3, 4, . . .) находятся из

K i2j2
00 ψj2k0 +K i2j2

01 ψj2k1 +K i2j3
01 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K i2j2
10 ψj2k0 +K i2j2

11 ψj2k1 +K i2j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i2j
1l ψ

j
kl = γkψ

i2
k1,

K i3j2
10 ψj2k0 +K i3j2

11 ψj2k1 +K i3j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K ij2
m20

ψj2k0 +K ij2
m21

ψj2k1 +K ij3
m21

ψj3k1 +
∞

∑

l=2

K ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,
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i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

коэффициенты K ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются выра-

жением (1.14), а ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами
ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) + γk].

2. Решение задачи при условиях первого, второго и четвер-
того типов.

Частично известны вдавливающие силы P i2(t), моменты M i1(t),

M i2(t), осадки δi1(t), δi2(t) и углы поворота αi3(t), а необходимо найти
контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), P i3(t), момен-

ты M i3(t), осадки δi2(t) и углы поворота αi1(t), αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n,
i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x)+zi20 (t)p̃i2∗0 (x)+zi21 (t)p̃i2∗1 (x)+

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i1j2
00 zj20 (t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi21 + c(t)zi21 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
10 zj10 (t)+

+ K̃ i2j2
10 zj20 (t) + K̃ i2j2

11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i2j2
00 zj20 (t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi2(t),

(2.21)

P i1(t)=zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i2
1k, P i3(t)=

∞
∑

k=2

zk(t)δ
i3
k , M i3(t)=

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
k ,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,
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zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi3k δ
i3(t) + αi3k α

i3(t)− gk−
− (I− L2)[K

i1
0kz

i1
0 (t) +K i2

0kz
i2
0 (t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

Φk(x) = ψi3k0p̃
i3∗
0 (x) + ψi1k1p̃

i1∗
1 (x) + ψi3k1p̃

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i1
0k = K̃ i1j3

00 ψj3k0 + K̃ i1j1
01 ψj1k1 + K̃ i1j3

01 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km,

K i2
0k = K̃ i2j3

00 ψj3k0 + K̃ i2j1
01 ψj1k1 + K̃ i2j3

01 ψj3k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j3

10 ψj3k0 + K̃ i2j1
11 ψj1k1 + K̃ i2j3

11 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
1mψ

j
km,

gi10 =

1
∫

−1

g(ξ) · p̃i1∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi20 =

1
∫

−1

g(ξ) · p̃i2∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ,

gi21 =

1
∫

−1

g(ξ) · p̃i2∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ) ·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi3k =

√

J0ψ
i3
k0,

αi3k =
J1√
J0

ψi3k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) +
γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются

решением задачи

K̃ i3j3
00 ψj3k0 + K̃ i3j1

01 ψj1k1 + K̃ i3j3
01 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i3j
0l ψ

j
kl = γkψ

i3
k0,

K̃ i1j3
10 ψj3k0 + K̃ i1j1

11 ψj1k1 + K̃ i1j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,
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K̃ i3j3
10 ψj3k0 + K̃ i3j1

11 ψj1k1 + K̃ i3j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K̃ ij3
m20

ψj3k0 + K̃ ij1
m21

ψj1k1 + K̃ ij3
m21

ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).

3. Решение задачи при условиях первого, третьего и четвер-
того типов.

Частично известны вдавливающие силы P i3(t), моменты M i1(t), осад-
ки δi1(t), δi2(t) и углы поворота αi2(t), αi3(t), а необходимо найти кон-

тактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), P i2(t), моменты
M i2(t), M i3(t), осадки δi3(t) и углы поворота αi1(t) (i = 1, 2, . . . , n,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) + zi30 (t)p̃i3∗0 (x) +

∞
∑

k=1

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i1j3
00 zj30 (t) +

∞
∑

k=1

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi3(t) =
1√
J0

{

gi30 + c(t)zi30 (t) + (I− L2)

[

K̃ i3j1
00 zj10 (t)+

+ K̃ i3j3
00 zj30 (t) +

∞
∑

k=1

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+

∞
∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k, P i2(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)δ
i2
k ,

M i2(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i2
k , M i3(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i3
1k,

(2.22)

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,
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где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

, Φk(x) = ψi2k0p̃
i2∗
0 (x) +

∞
∑

m=1

ψikmp̃i∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi2k δ
i2(t) + αi2k α

i2(t) + αi31kα
i3(t)− gk−

− (I− L2)[K
i1
0kz

i1
0 (t) +K i3

0kz
i3
0 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

K i1
0k = K̃ i1j2

00 ψj2k0 +
∞

∑

m=1

K̃ i1j
0mψ

j
km, K i3

1k = K̃ i3j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

m=1

K̃ i3j
0mψ

j
km,

gi10 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i1∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi31 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i3∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi2k =

√

J0ψ
i2
k0,

αi2k =
J1√
J0

ψi2k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi2k1, αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 1, 2, 3, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-
шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра

Rk(t, τ) (k = 1, 2, 3, . . .) являются резольвентами ядер γkK
2(t, τ)/[c(t) +

γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 1, 2, 3, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются

решением задачи

K̃ i2j2
00 ψj2k0 +

∞
∑

l=1

K̃ i2j
0l ψ

j
kl = γkψ

i2
k0,

K̃ ij2
m20

ψj2k0 +
∞

∑

l=1

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 1, 2, 3, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).
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4. Решение задачи при условиях второго, третьего и четвер-
того типов.

Частично известны вдавливающие силы P i2(t), P i3(t), моменты
M i1(t), M i2(t), осадки δi1(t) и углы поворота αi3(t), а необходимо най-
ти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t), моменты

M i3(t), осадки δi2(t), δi3(t) и углы поворота αi1(t), αi2(t) (i = 1, 2, . . . , n,
i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi0(t)p̃
i
0(x) + zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i1j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i2j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi21 + c(t)zi21 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j
10 z

j
0(t)+

+ K̃ i2j2
11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

δi3(t) =
1√
J0

{

gi30 + c(t)zi30 (t) + (I− L2)

[

K̃ i3j
00 z

j
0(t)+

+ K̃ i3j2
01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i3
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi3(t),

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=2

zk(t)δ̂
i1
1k, M i3(t) =

∞
∑

k=2

zk(t)α
i3
1k,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

(2.23)

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,
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zi30 (t) =
P i3(t)√
J0

, Φk(x) = ψi1k1p̃
i1∗
1 (x) + ψi3k1p̃

i3∗
1 (x) +

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + αi31kα
i3(t)− gk−

− (I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]}/[c(t) + γk]

)

,

K i
0k = K̃ ij1

01 ψ
j1
k1 + K̃ ij3

01 ψ
j3
k1 +

∞
∑

m=2

K̃ ij
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j1

11 ψj1k1 + K̃ i2j3
11 ψj3k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

gi0 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi21 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i2∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, αi31k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n, k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) вычисляются по (1.14),
значения интегралов J0, J1, J2 — по (1.12), ядра Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .)

являются резольвентами ядер γkK
2(t, τ)/[c(t)+γk], а коэффициенты ψikm

и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются решением задачи

K̃ i1j1
11 ψj1k1 + K̃ i1j3

11 ψj3k1 +

∞
∑

l=2

K̃ i1j
1l ψ

j
kl = γkψ

i1
k1,

K̃ i3j1
11 ψj1k1 + K̃ i3j3

11 ψj3k1 +
∞

∑

l=2

K̃ i3j
1l ψ

j
kl = γkψ

i3
k1,

K̃ ij1
m21

ψj1k1 + K̃ ij3
m21

ψj3k1 +
∞

∑

l=2

K̃ ij
m2l
ψjkl = γkψ

i
km2

,

i = 1, 2, . . . , n, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).
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2.5 Решение задачи для четырех групп штампов

Частично известны вдавливающие силы P i2(t), P i4(t) , моменты

M i1(t), M i2(t), осадки δi1(t), δi3(t) и углы поворота αi3(t), αi4(t), а необ-
ходимо найти контактные давления qi(x, t), вдавливающие силы P i1(t),

P i3(t) , моменты M i3(t), M i4(t), осадки δi2(t), δi4(t) и углы поворота
αi1(t), αi2(t) (i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,
i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n).

Решение такой задачи имеет вид

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi10 (t)p̃i1∗0 (x) + zi20 (t)p̃i2∗0 (x) + zi40 (t)p̃i4∗0 (x)+

+ zi21 (t)p̃i2∗1 (x) +
∞

∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

αi1(t) =
1√
J2

{

gi10 + c(t)zi10 (t) + (I− L2)

[

K̃ i1j1
00 zj10 (t) + K̃ i1j2

00 zj20 (t)+

+ K̃ i1j4
00 zj40 (t) + K̃ i1j2

01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i1
0kzk(t)

]}

− J1

J2
δi1(t),

δi2(t) =
1√
J0

{

gi20 + c(t)zi20 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
00 zj10 (t) + K̃ i2j2

00 zj20 (t)+

+ K̃ i2j4
00 zj40 (t) + K̃ i2j2

01 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi1(t),

αi2(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

gi21 + c(t)zi21 (t) + (I− L2)

[

K̃ i2j1
10 zj10 (t)+

δi4(t) =
1√
J0

{

gi40 + c(t)zi40 (t) + (I− L2)

[

K̃ i4j1
00 zj10 (t) + K̃ i4j2

00 zj20 (t)+

+ K̃ i4j4
00 zj40 (t) + K̃ i4j2

01 zj21 (t) +
∞

∑

k=2

K i4
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi4(t),

+ K̃ i2j2
10 zj20 (t) + K̃ i2j4

10 zj40 (t) + K̃ i2j2
11 zj21 (t) +

∞
∑

k=2

K i2
1kzk(t)

]}

,

P i1(t) = zi10 (t)
J1√
J2

+
∞

∑

k=1

zk(t)δ̂
i1
1k, P i3(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)δ
i3
k ,

M i3(t) =
∞

∑

k=1

zk(t)α
i3
k , M i4(t) =

∞
∑

k=1

zk(t)α
i4
1k,

(2.24)
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i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

где

zi10 (t) =
M i1(t)√

J2

, zi20 (t) =
P i2(t)√
J0

, zi40 (t) =
P i4(t)√
J0

,

zi21 (t) =
J0M

i2(t)− J1P
i2(t)

√

J0(J0J2 − J2
1 )

,

zk(t) = (I + Wk)
(

{δ̂i11kδi1(t) + δi3k δ
i3(t) + αi3k α

i3(t) + αi41kα
i4(t)− gk−

− (I− L2)[K
i1
0kz

i1
0 (t) +K i2

0kz
i2
0 (t) +K i4

0kz
i4
0 (t) +K i2

1kz
i2
1 (t)]}/

/[c(t) + γk]
)

,

Φk(x) = ψi3k0p̃
i3∗
0 (x)+ψi1k1p̃

i1∗
1 (x)+ψi3k1p̃

i3∗
1 (x)+ψi4k1p̃

i4∗
1 (x)+

∞
∑

m=2

ψikmp̃i∗m(x),

K i1
0k = K̃ i1j3

00 ψj3k0 + K̃ i1j1
01 ψj1k1 + K̃ i1j3

01 ψj3k1 + K̃ i1j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km,

K i2
0k = K̃ i2j3

00 ψj3k0 + K̃ i2j1
01 ψj1k1 + K̃ i2j3

01 ψj3k1 + K̃ i2j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

K i4
0k = K̃ i4j3

00 ψj3k0 + K̃ i4j1
01 ψj1k1 + K̃ i4j3

01 ψj3k1 + K̃ i4j4
01 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i4j
0mψ

j
km,

K i2
1k = K̃ i2j3

10 ψj3k0 + K̃ i2j1
11 ψj1k1 + K̃ i2j3

11 ψj3k1 + K̃ i2j4
11 ψj4k1 +

∞
∑

m=2

K̃ i2j
0mψ

j
km,

gi10 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i1∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi20 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i2∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ, gi40 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i4∗0 (ξ)

m(ξ)
dξ,

gi21 =

1
∫

−1

g(ξ)·p̃i2∗1 (ξ)

m(ξ)
dξ, gk =

1
∫

−1

g(ξ)·Φk(ξ)

m(ξ)
dξ,

δ̂i11k =

√

J0J2 − J2
1

J2
ψi1k1, δi3k =

√

J0ψ
i3
k0,

αi3k =
J1√
J0

ψi3k0 +

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi3k1, αi41k =

√

J0J2 − J2
1

J0
ψi4k1,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ,
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i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n2,

i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

k = 2, 3, 4, . . . ,

полиномы p̃i∗m(x) (m = 0, 1, 2, . . ., i = 1, 2, . . . , n) определяются соотно-

шениями (1.14), значения интегралов J0, J1, J2 находятся из (1.12), ядра
Rk(t, τ) (k = 2, 3, 4, . . .) являются резольвентами ядер γkK

2(t, τ)/[c(t) +

γk], а коэффициенты ψikm и γk (k = 2, 3, 4, . . ., i = 1, 2, . . . , n) являются
решением задачи

K̃ i3j3
00 ψj3k0 + K̃ i3j1

01 ψj1k1 + K̃ i3j3
01 ψj3k1 + K̃ i3j4

01 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i3j
0mψ

j
km = γkψ

i3
k0,

K̃ i1j3
10 ψj3k0 + K̃ i1j1

11 ψj1k1 + K̃ i1j3
11 ψj3k1 + K̃ i1j4

11 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i1j
0mψ

j
km = γkψ

i1
k1,

K̃ i3j3
10 ψj3k0 + K̃ i3j1

11 ψj1k1 + K̃ i3j3
11 ψj3k1 + K̃ i3j4

11 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i3j
0mψ

j
km = γkψ

i3
k1,

K̃ i4j3
10 ψj3k0 + K̃ i4j1

11 ψj1k1 + K̃ i4j3
11 ψj3k1 + K̃ i4j4

11 ψj4k1 +
∞

∑

m=2

K̃ i4j
0mψ

j
km = γkψ

i4
k1,

i1 = 1, 2, . . . , n1, i3 = n2 + 1, n2 + 2, . . . , n3, i4 = n3 + 1, n3 + 2, . . . , n,

m2 = 2, 3, 4, . . . ,

где коэффициенты K̃ ij
ml (m, l = 0, 1, 2, . . ., i, j = 1, 2, . . . , n) задаются

выражениями (1.44).
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2.6 Численные расчеты

В этой главе будем рассматривать двухслойное основание, нижний

слой которого является вязкоупругим, а верхний — упругим неоднород-
ным с постоянным коэффициентом Пуассона ν1 и переменным можулем

упругости E1(x). Как и в расчетах в первой главе для определенности
будем считать, что сцеплены как слои, так и нижний слой и недеформи-

руемого основание. В качестве вязкоупругого материала покрытия будем
рассматривать такой материал, изменение модуля упругости которого с

течением времени несущественно, то есть E2(t) ≡ E2, а выражение для
мера ползучести этого материала имеет вид

C2(t, τ) = (C0 + A0e
−χτ)

[

1− e−ψ(t−τ)].

Возьмем следующие характерные для полимеров, композитов и бетонов
соотношения для параметров

R(x)

E2
=















0.05,
x ∈ [(−0.1 + 1.25k)ā, (0.1 + 1.25k)ā]

∪ [(0.3 + 1.25k)ā, (1.35 + 1.25k)ā],

0.025,
x ∈ ((−0.3 + 1.25k)ā, (−0.1 + 1.25k)ā)
∪ ((0.1 + 1.25k)ā, (0.3 + 1.25k)ā),

k ∈ N,

ν1 = 0.3, ν2 = 0.1, c(t) ≡ 40,

C0E2 = 0.5522, A0E2 = 4, χ = 0.031 (1/сут), ψ = 0.06 (1/сут).

Как и ранее, в момент времени τ0 = 10 суток основание начинает вза-
имодействовать с системой из трех одинаковых штампов. Толщина ниж-

него слоя в 1.5 раза больше полуширин штампов, а расстояния между
соседними штампами одинаковы и составляют четверть ширины каждо-

го штампа. Толщина покрытия постоянна и в 100 раз меньше ширины
штампа. Это означает, что

n = 3, λ = 1.5, η2 − η1 = η3 − η2 = 2.5, h/ā = 0.01.

Профили штампов одинаковы и описывается функциями gi(x) ≡ g(x−ηi)

gi(x− ηi)

ā
= 0.001

[

2(x− ηi)

ā

]2

.

Тогда безразмерные функции m(x) и gi(x) принимают вид

m(x) =

{

0.005, x ∈ [−1,−0.6]∪ [−0.2, 0.2]∪ [0.6, 1],

0.01, x ∈ (−0.6,−0.2)∪ (0.2, 0.6),

gi(x) = 0.001x2.
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Фиг. 2.2. Контактные давления

Пусть ко всем штампам приложена одинаковая осевая постоянная си-
ла: P 1(t) = P 2(t) = P 3(t) ≡ 0.1, M1(t) = M2(t) = M3(t) ≡ 0. Графики

контактных давлений в различные моменты времени представлены на
рисунке 2.2 (графики, изображенные штриховыми линиями соответству-

ют начальному моменту времени, а графики, изображенные сплошными
линиями, соответствуют t → ∞). Видно, что неоднородность покрытия

существенно влияет на вид графика контактных давлений, а построенное
решение позволило уловить все особенности. Так как задача симметрич-
на, то средний штамп не поворачивается, а крайние штампы наклоня-

ются в сторону среднего на одинаковый угол (аналогично тому, как это
было в примере, изображенном на рисунках 1.2 и 1.3).

Если же неоднородность будет описываться не симметричной функ-
цией, то даже при приложении осевых нагрузок график давлений на

среднем штампе станет несимметричным, а сам штамп наклонится.
Исследований поведения штампов на поверхностно неоднородном слое

аналогичны тем, которые проводились для случая конформного контак-
та. Отличие состоит в том, что в случае неоднородного покрытия необхо-
димо, чтобы верхний слой был упругим. Однако в случае неоднородного

контакта функция m(x) теперь уже может быть разрывной, в то вре-
мя как при конформном контакте из физических соображений она была

непрерывна.
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2.7 Основные результаты и выводы

Подведем итоги проведенных во второй главе исследований.

1. Поставлены плоские задачи о контакте вязкоупругих стареющих осно-
ваний с поверхностно неоднородными покрытиями и систем жестких

штампов. Сформулированы 15 возможных вариантов постановки за-
дачи.

2. Применен проекционный метод решения систем смешанных инте-
гральных уравнений в конкретных случаях плоских задач множе-
ственного контакта тел с поверхностно неоднородными покрытиями

и регулярных систем жестких штампов.

3. Впервые построены аналитические решения для всех вариантов поста-

новки задачи. В выражениях для контактных напряжений под штам-
пом функция, описывающая неоднородность покрытия, выделена от-

дельным сомножителем, что позволяет проводить расчеты в случае,
когда свойства покрытия описываются сложными быстро изменяю-

щимися или даже разрывными функциями. Получены аналитические
формулы для остальных неизвестных параметров задачи (силы, мо-
менты, осадки и углы).

4. Рассмотрен модельный пример, демонстрирующий применение опи-
санного подхода при решении контактной задачи для случая, когда

покрытие состоит из различных материалов, а функция, описываю-
щая его жесткость является разрывной.



Заключение

В заключении перечислим наиболее значимые результаты, получен-
ные в диссертации, и сформулируем основные выводы.

1. Впервые решены плоские задачи множественного контакта регуляр-
ной системы жестких штампов и вязкоупругого стареющего основания
с покрытием, форма которого совпадает с формами оснований штампов

(то есть когда их профили согласованы) и описывается быстро изменя-
ющейся функцией.

2. Рассмотрены 15 вариантов постановки задачи согласованного кон-
такта. Для всех вариантов на основании проекционного метода получе-

ны аналитические формулы для неизвестных характеристик на каждом
штампе (углов поворота, осадок штампов, приложенных нагрузок, мо-

ментов приложения нагрузок).
3. Впервые решены плоские задачи о контакте регулярной системы

жестких штампов и вязкоупругого стареющего основания с поверхностно

неоднородным покрытием, свойства которого описываются быстро изме-
няющейся функцией.

4. Рассмотрены 15 вариантов постановки задачи для поверхностно
неоднородного основания. Для всех вариантов построено аналитическое

решение для определения неизвестных характеристик контактного вза-
имодействия на каждом штампе.

5. Формы полученных решений содержат быстро изменяющиеся

функции в явном виде. Это позволяет производить расчеты возника-
ющих прикладных задач с высокой точностью для оснований, реальные

свойства и форма которых описываются такими функциями, в то время
как использование других известных методов приводит к существенным

вычислительным ошибкам.
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