


Работа выполнена в Федеральном государственном бюджетном образователь-

ном учреждении высшего образования «Московский технологический уни-
верситет».

Научный руководитель:
иностранный член НАН Республики Армении,

доктор физико-математических наук,
профессор Манжиров Александр Владимирович

Официальные оппоненты:

доктор физико-математических наук,
профессор Коссович Леонид Юрьевич,

Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение
высшего образования «Саратовский национальный исследовательский
государственный университет имени Н.Г. Чернышевского»;

доктор физико-математических наук,

профессор Пожарский Дмитрий Александрович,
Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение

высшего образования «Донской государственный технический
университет»

Ведущая организация:
Федеральное государственное бюджетное образовательное учреждение

высшего образования «Московский авиационный институт
(национальный исследовательский университет)»

Защита состоится 21 марта 2018 г. в 14 часов на заседании Диссертацион-
ного совета Д 212.101.07 при Федеральном государственном бюджетном об-

разовательном учреждении высшего образования «Кубанский государствен-
ный университет» (ФГБОУ ВО КубГУ) по адресу: 350040, г. Краснодар, ул.

Ставропольская, д. 49.

С диссертацией можно ознакомиться в библиотеке Федерального госу-

дарственного бюджетного образовательного учреждения высшего об-
разования «Кубанский государственный университет» (ФГБОУ ВО

КубГУ) по адресу: 350040, г. Краснодар, ул. Ставропольская, д. 49,
http://www.kubsu.ru/ru/science/dissertations.

Автореферат разослан 15 января 2018 г.

Ученый секретарь

Диссертационного совета,
доктор физико-математических наук М.В. Зарецкая



ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Диссертационная работа посвящена исследованию новых задач механики
контактного взаимодействия вязкоупругих стареющих тел с покрытиями и

систем штампов. В диссертации устанавливаются закономерности эволюции
контактных характеристик оснований с неоднородными покрытиями и с по-

крытиями, имеющими сложную форму поверхности.

Актуальность темы. Описанные задачи актуальны как с теорети-
ческой точки зрения, так и с точки зрения практических приложений.

Практическая значимость таких исследований связана с необходимостью
учета неоднородности или форм поверхностей, так как подобные свойства

приобретаются за счет, например, поверхностной обработки и особенностей
изготовления контактирующих тел и могут вносить существенный вклад в
характер поведения контактирующих тел. В теоретическом плане такие за-

дачи интересны тем, что для их решения необходимо усовершенствовать ста-
рые и разрабатывать новые методы решения систем смешанных интеграль-

ных уравнений (т.е. интегральных уравнений, содержащих как интегралы с
постоянными пределами интегрирования, так и интегралы с переменными

пределами интегрирования), в состав которых входят быстро изменяющиеся
функции. Математическое моделирование контактного взаимодействия дает

возможность проводить численные эксперименты для выбора необходимых
материалов слоя с целью упрочнения основания либо для управления пове-
дением штампов на слое.

Цель диссертационной работы состоит в исследовании новых задач
механики контактного взаимодействия вязкоупругих стареющих тел с по-

крытиями и систем штампов, установлении закономерности эволюции кон-
тактных характеристик с неоднородными покрытиями и с покрытиями, име-
ющими сложную форму поверхности.

Целями и задачами данной работы являются постановка и исследо-
вание плоских задач множественного контакта упругих и вязкоупругих тел с

покрытиями, форма которых совпадает с формами оснований штампов (со-
гласованный контакт), либо с поверхностно неоднородными покрытиями в
случае, когда формы и неоднородности описываются быстро изменяющими-

ся функциями; развитие обобщенного проекционного метода решения систем
смешанных интегральных уравнений; формулировка выводов.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Построение аналитического решения плоской задачи множественного

контакта регулярной системы одинаковых жестких штампов и вязкоупругого

стареющего основания с покрытием, форма которого совпадает с формами
оснований штампов (т.е. когда их профили согласованы).
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2. Построение аналитического решения плоской задачи множественного

контакта регулярной системы одинаковых жестких штампов и вязкоупруго-
го стареющего основания с поверхностно неоднородным (продольно неодно-

родным в плоском случае) покрытием, т.е. покрытием, свойства которого не
меняются по глубине, но зависят от продольной координаты.

3. Применение проекционного метода для решения систем смешанных ин-

тегральных уравнений в контактных задачах для тел с покрытиями.
4. Анализ полученных результатов, формулировка выводов.

Научная новизна диссертации состоит в том, что в ней впервые рассмот-
рены задачи множественного контакта, учитывающие поверхностную неод-

нородность покрытий и согласованность контакта. Для построения аналити-
ческих решений поставленных задач применен обобщенный проекционный

метод А.В. Манжирова. Исследованы механические эффекты связанные с
множественностью контакта, сильной неоднородностью покрытий и учетом
сложной формы контактирующих поверхностей.

Методы исследования представленных в диссертации задач опираются на
современные методы контактной механики и, в частности, на теорию кон-

тактного взаимодействия тел с покрытиями, результаты и подходы матема-
тического и функционального анализа, обыкновенных дифференциальных

уравнений, дифференциальных уравнений в частных производных и инте-
гральных уравнений.

Достоверность результатов, полученных в диссертации, обеспечивается

строгостью вышеописанных математических методов при построении анали-
тических решений задач. Сформулированные результаты допускают физи-

ческую и геометрическую интерпретацию и соответствуют представлениям о
протекающих процессах и поведении контактирующих тел.

Апробация работы. Основные результаты, полученные в работе, бы-
ли представлены и обсуждались на следующих российских и междуна-
родных конференциях: Международной молодежной научной конференции

«XXXVIII ГАГАРИНСКИЕ ЧТЕНИЯ» (Москва, 2012); III Международ-
ной конференции «Актуальные проблемы механики сплошной среды» (Ца-

хкадзор, Армения, 2012); VII Всероссийской конференции по механике де-
формируемого твёрдого тела (с международным участием) (Ростов-на-Дону,

2013); XVII Международной конференции «Современные проблемы механи-
ки сплошной среды» (Ростов-на-Дону, 2014); VIII международной конфе-

ренции «Проблемы динамики взаимодействия деформируемых сред» (Горис-
Степанакерт, Армения, 2014); Международной научно-технической конфе-
ренции «Актуальные проблемы трибологии технологических, энергетиче-

ских и транспортных машин» (Самара, 2014); Международном симпозиу-
ме IUTAM Symposium on Growing solids (Москва, 2015); XLII Междуна-
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родной молодёжной научной конференции «Гагаринские чтения» (Москва,

2016); Всероссийской научно-технической конференции «Механика и мате-
матическое моделирование в технике», посвященной 100-летию со дня рож-

дения В.И. Феодосьева (Москва, 2016); IX Всероссийской конференции «Ме-
ханика деформируемого твердого тела» (Воронеж, 2016); Международной
школе-конференции молодых ученых МЕХАНИКА-2016 (Цахкадзор, Арме-

ния, 2016); Научной конференции «Проблемы прочности, динамики, ресур-
са и оптимизации», посвященной 80-летию со дня рождения В.П. Малкова

(Нижний новгород, 2016).
Большинство исследований выполнено в рамках проектов, финансируе-

мых Российским фондом фундаментальных исследований (проекты №12-01-
00991 а, №16-31-00329 мол_а) и Министерства образования и науки РФ (тема
1.2640.2014).

Публикации. Результаты диссертационного исследования опубликованы

в 15 научных работах, в их числе 5 статей в рецензируемых журналах и
сборниках из Перечня рецензируемых научных изданий, в которых должны

быть опубликованы основные научные результаты диссертаций на соискание
ученой степени кандидата наук, на соискание ученой степени доктора наук.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, двух
глав, заключения и списка литературы. Список использованной литературы

включает 104 наименования. Общий объем диссертационной работы состав-
ляет 121 страницу.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении в разделе 0.1 обосновывается актуальность проведенных ис-
следований и степень проработанности выбранного научного направления,
приводится краткий обзор важнейших работ по механике контактного взаи-

модействия тел, формулируются цели и задачи диссертации. Раздел 0.2 по-
священ описанию структуры работы и ее содержания, основным особенно-

стям и используемым методам, приводятся краткие описания поставленных
в диссертации задач. В разделе 0.3 приводятся известные решения двух ос-

новополагающих задач: задачи о равновесии однородного слоя произвольной
толщины под действием распределенной нагрузки и задачи о равновесии тон-

кого неоднородного слоя под действием распределенной нагрузки. В разделе

0.4 описывается эффективный проекционный метод А.В. Манжирова, поз-
воляющий находить решения смешанных интегральных уравнений, содержа-

щих как интегральные операторы Вольтерра, так и интегральные операторы
Фредгольма:

c(t)m(x)(I− L1)y(x, t) + (I − L2)Gy(x, t) = f(x, t),
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∫

Ω

y(ξ, t)fl(ξ) dΩξ = Ml(t), l = 1, 2, . . . , N,

f(x, t) =
N

∑

l=1

αl(t)fl(x) − g(x, t), Gf(x, t) =

∫

Ω

k(x, ξ)f(ξ, t) dΩξ,

x ∈ Ω, t ∈ [τ0, T ].

Здесь c(t) ∈ C(τ0, T ), m(x) ∈ L2(Ω), g(x, t) ∈ L2(Ω) × C(τ0, T ) — задан-

ные функции, y(x, t) ∈ L2(Ω) × C(τ0, T ), αl(t) ∈ C(τ0, T ) (l = 1, 2, . . . , N) —
искомые функции; Ω — ограниченное замкнутое множество в R (отрезок);

{fl(x)}l=1,2,...,N (fl(x) ∈ L2(Ω)) — система N линейно независимых функ-
ций; I — тождественный оператор; Li (i = 1, 2) — интегральные операто-
ры Вольтерра с непрерывными либо полярными ядрами Ki(t− τ0, τ − τ0) ∈
C(τ0, T ) × C(τ0, T ); G : L2(Ω) → L2(Ω) — вполне непрерывный, самосопря-
женный и положительно определенный оператор с ядром k(x, ξ) ∈ L2(Ω×Ω).

Описываемый метод позволяет не только находить решения задач с неполной
информацией о правой части интегрального уравнения, но и получать новое

эффективное аналитическое решение уравнения Фредгольма второго рода, в
котором задана правая часть. Это решение отличается от изложенного в кни-

ге Гурса классического. Развитие этого метода позволяет находить решения
поставленных в диссертационной работе задач.

В главе 1 исследуются плоские задачи контакта систем одинаковых жест-

ких штампов и вязкоупругого стареющего основания с тонким покрытием в
случае, когда формы поверхностей штампов повторяют форму покрытий, то

есть осуществляется конформный контакт. Такие задачи возникают, напри-
мер, в случаях, когда в еще незатвердевшее покрытие без напряжения погру-

жаются штампы, а затем, после отверждения, эти штампы отсоединяются.
В результате форма покрытия и формы штампов в точности совпадают. В
качестве таких материалов для таких покрытий могут выступать многие по-

лимеры, бетон в молодом возрасте и т. п.
Для такой задачи контакта возможны 15 вариантов формулировок. Для

всех вариантов формулировок поставлены задачи, выписаны разрешающие
смешанные интегральные уравнения и при помощи обобщенного проекцион-

ного метода построены их аналитические решения. Решен ряд модельных
примеров, включающих случаи, когда формы штампов и поверхностей за-

даются быстро изменяющимися функциями. Исследовано влияние сложных
форм поверхностей на кинематические характеристики штампов и на распре-
деление напряжений в области контакта.

В разделе 1.1 главы 1 дается постановка плоской задачи множественного
согласованного контакта для вязкоупругого основания с покрытием и систе-

6



H

b b b1

1
1

2

2

n

n
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1 2 n

Фиг. 1. Множественный конформный контакт для тел с покрытиями

мы жестких штампов. Однородный стареющий вязкоупругий слой толщины
H, изготовленный в момент времени τ2, лежит на подстилающем недефор-

мируемом основании. Между слоем и подстилающим основанием осуществ-
ляется либо идеальный контакт, либо гладкий. На слое располагается тонкое

вязкоупругое стареющее покрытие, изготовленное в момент времени τ1 из ма-
териала, отличного от материала основного слоя. Жесткость основного слоя

не ниже жесткости покрытия, а между ними также либо гладкий, либо иде-
альный контакт. Толщина покрытия h(x) является переменной величиной,
однако в данной работе считается, что функция h(x) периодична (период

равен величине ∆a).

В момент времени τ0 ≥ max{τ1, τ2} на описанный пакет слоев начинает

действовать система n одинаковых жестких штампов шириной ā. Расстоя-
ние между осями соседних штампов равна ∆a (система штампов регулярна).

Формы штампов в точности совпадают с формами покрытий под ними, то
есть осуществляется конформный контакт. Считается также, что толщина

покрытия h(x) много меньше ширины области контакта ā; области контак-
та имеют ширины ā и со временем не изменяются. Рассматривается случай
плоской деформации. Под воздействием нагрузки вышеописанное основание

деформируется, а штампы перемещаются и поворачиваются. Схема контакт-
ного взаимодействия представлена на рисунке 1.

Показано, что уравнения математической модели такого контактного вза-
имодействия представляют из себя систему смешанных интегральных урав-
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нений и дополнительный условий вида

kνh(x)(I− L1)
qi(x, t)

E1(t− τ1)
+

+
2(1 − ν2

2)

π

n
∑

j=1

(I− L2)
1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ =

= δi(t) + αi(t)(x− ηi),
bi

∫

ai

qi(ξ, t) dξ = Pi(t),

bi
∫

ai

qi(ξ, t)(ξ − ηi) dξ = ei(t)Pi(t) ≡ Mi(t),

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(1)

где ai, bi — левая и правая координаты i-го штампа, ηi = 1
2(ai + bi) — сре-

динная точка i-го штампа; qi(x, t) — контактное давление под i-м штампом,
Pi(t) — сила, которая действует с момента времени τ0 на i-й штамп, ei(t) —
эксцентриситет ее приложения; νk, Ek(t − τk) — коэффициенты Пуассона и

модули упругомгновенной деформации покрытия (k = 1) и нижнего слоя
(k = 2); kν — коэффициент, величина которого зависит от условий сцепления

между покрытием и нижним слоем (kν = (1−ν1−2ν2
1)/(1−ν1) при сцеплении

и kν = 1− ν2
1 при гладком контакте), I — тождественный оператор; Lk — ин-

тегральные операторы Вольтерра с ядрами K(k)(t, τ) (k = 1, 2); kpl(s) — ядро
плоской контактной задачи, которое зависит от условий на границе нижнего

слоя и недеформируемого подстилающего основания; δi(t) и αi(t) — осадка и
угол поворота i-го штампа.

Полученную систему уравнений с дополнительными условиями (1) заме-

ной переменных можно привести к единственному операторному уравнению
с двумя векторными дополнительными условиям

c(t)m(x)(I− L1)q(x, t) + (I− L2)Gq(x, t) = δ(t) + α(t)x,
1

∫

−1

q(ξ, t) dξ = P(t),

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ = M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1,
(2)

в котором q(x, t) = qi(x, t)ii, δ(t) = δi(t)ii, α(t) = αi(t)ii, P(t) = P i(t)ii,
M(t) = M i(t)ii, k(x, ξ) = kij(x, ξ)iiij, Gf(x) =

∫ 1

−1 k(x, ξ) · f(ξ) dξ, а функ-

цияm(x) пропорциональна толщине покрытия. Всюду считается, что по верх-
ним повторяющимся индексам ведется суммирование от 1 до n в случае, когда
другая часть формулы не зависит от этого индекса.

На любом штампе возможен один из четырех типов условий:
тип 1, известны осадка штампа и его угол поворота;
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тип 2, известны осадка штампа и момент приложения силы;

тип 3, известны угол наклона штампа и приложенная сила;

тип 4, известны приложенная сила и момент.

Несомненно, на каждом штампе возможен свой набор условий, независимо от

того, какие условия ставятся на других штампах. Несложно показать, что су-
ществует 15 различных вариантов постановки задачи: 1) когда на всех штам-
пах заданы условия одного типа, то говорят об одной группе штампов; таких

постановок всего (C1
4 = 4); 2) когда на части штампов заданы одни условия, а

на другой части — другие, то говорят о двух группах штампов; таких поста-

новок всего 6 (C2
4 = 6); 3) существует 4 (C3

4 = 4) постановки, когда штампы
делятся на 3 группы штампов с различными типами условий; 4) и, наконец,

существует одна постановка (C4
4 = 1), когда можно выделить 4 группы штам-

пов. Необходимо по известным данным определить недостающие величины,

а также контактные давления под штампами.

Независимо от того, решение для какой из 15 задач будет строиться, опе-
раторное уравнение и систему дополнительных условий (2) необходимо при-
вести к виду

c(t)(I− L1)Q(x, t) + (I− L2)FQ(x, t) =
δ(t) + α(t)x

√

m(x)
, (3)

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
dξ=P(t),

1
∫

−1

Q(ξ, t)
√

m(ξ)
ξ dξ=M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1, (4)

где введены следующие обозначения

Q(x, t) =
√

m(x)q(x, t), K(x, ξ) =
k(x, ξ)

√

m(x)m(ξ)
,

Ff(x) =

1
∫

−1

K(x, ξ) · f(ξ) dξ.
(5)

Такое представление удобно тем, что функцияm(x) отсутствует в явном виде

в левой части уравнения. В случае, когда основание изготовлено из упругих
материалов и на него действует единственный штамп, операторы I − L1 и

I−L2 будут отсутствовать и мы получим классическое уравнение Фредголь-
ма второго рода с симметричным положительно определенным ядром типа
Гильберта-Шмидта.

Какую бы из 15 постановок задачи мы ни рассматривали, решение опе-

раторного уравнения с дополнительными условиями мы будем искать клас-
се вектор-функций непрерывных по времени t в гильбертовом простран-
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стве L2([−1, 1], V ). Так как в результирующее операторное уравнение и до-

полнительные условия входит функция
√

m(x), связанная формой основания
штампа и формой покрытия, следует учитывать то, что эта функция может

быть быстро изменяющейся. Использование базиса, в структуру которого
входит функция

√

m(x), эффективнее, чем применение какого-либо стан-
дартного базиса (например, классических полиномов Лежандра). Систему

ортонормированных базисных вектор-функций, удовлетворяющих описанно-
му условию, можно построить по следующему правилу

pi
k(x) =

pi∗
k (x)

√

m(x)
, pi∗

k (x) = p∗k(x)i
i, d−1 = 1, Jk =

1
∫

−1

ξk dξ

m(ξ)
,

dk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J0 · · · Jk
... . . . ...
Jk · · · J2k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, p∗k(x) =
1√

dk−1dk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

J0 J1 · · · Jk
... . . . ...

Jk−1 Jk · · · J2k−1

1 x · · · xk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , n.

(6)

Отметим, что если толщина покрытия постоянна, тоm(x) = const, а базисные
функции pi

k(x) являются ортонормированными полиномами Лежандра.

Для некоторых вариантов задач будет необходимо использо-

вать чуть другую систему базисных функций, в которой система
{1/

√

m(x), x/
√

m(x), x2/
√

m(x), x3/
√

m(x), . . .} ортонормируется в другой

последовательности. В ней в качестве первой функции берется x/
√

m(x),
а лишь затем {1/

√

m(x), x2/
√

m(x), x3/
√

m(x), . . .}. Такая система может

быть построена по правилу

p̂i
k(x) =

p̂i∗
k (x)

√

m(x)
, p̂i∗

k (x) = p̂∗k(x)i
i, p̂∗m(x) = p∗m(x),

p̂∗0(x) =
x√
J2

=
J1√
J0J2

p∗0(x) +

√

J0J2 − J2
1

J0J2
p∗1(x),

p̂∗1(x) =
J2 − J1x

√

J2(J0J2 − J2
1 )

=

√

J0J2 − J2
1

J0J2
p∗0(x) −

J1√
J0J2

p∗1(x),

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . , m = 2, 3, 4, . . . , i = 1, 2, . . . , n,

(7)

где функции p∗k(x) (k = 0, 1, 2, . . .) задаются формулами (6).

И, наконец, в тех вариантах задач, в которых на части штампов (при i1 =

1, 2, . . . , n1) необходимо использовать систему (6), а на другой части (при
i2 = n1 + 1, n2 + 1, . . . , n) — систему (7), система базисных функций будет
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строиться по формулам

p̃i
k(x) =

p̃i∗
k (x)

√

m(x)
, p̃

i1∗
k (x) = p̂∗k(x)i

i1, p̃
i2∗
k (x) = p∗k(x)i

i2,

x ∈ [−1, 1], k = 0, 1, 2, . . . ,

i = 1, 2, . . . , n, i1 = 1, 2, . . . , n1, i2 = n1 + 1, n1 + 2, . . . , n,

(8)

где функции p∗k(x) и p̂∗k(x) (k = 0, 1, 2, . . .) задаются формулами (6) и (7).

Решение всех вариантов задач строится на основании развития обобщен-
ного проекционного метода, который, как было показано в параграфе § 0.4,

позволяет получать последовательность независимых интегральных уравне-
ний Вольтера вместо бесконечных систем интегральных уравнений Вольтера,
к которым приводит метод разделения переменных Фурье и другие класси-

ческие методы.
Раздел 1.2 посвящен подробному описанию решения поставленной в раз-

деле 1.1 задачи в случае одной группы штампов. В §1 этого раздела детально
рассмотрен случай, когда на всех штампах заданы осадки и углы поворота;

§2 посвящен решению задачи в случае известных сил и моментов; в §3 и §4
решаются задаче при известных силах и углах поворота либо моментах и

осадках штампов.
Применение обобщенного проекционного метода наиболее детально пред-

ставлено в §2. Построение решения в этом случае приведем ниже.

Пусть известны силы P i(t), действующие на штампы, и моменты M i(t)
приложения этих сил, а осадки штампов δi(t) и углы их поворота αi(t)

необходимо найти. Пространство L2([−1, 1], V ) представим в виде прямой

суммы евклидова пространства L
(0)
2 ([−1, 1], V ), базисом которого являются

функции {pi
0(x),p

i
1(x)}i=1,2,...,n, и ортогонального ему гильбертова простран-

ства L
(1)
2 ([−1, 1], V ) с базисом {pi

k(x)}k=2,3,4,...;i=1,2,...,n, то есть L2([−1, 1], V ) =

L
(0)
2 ([−1, 1], V ) ⊕ L

(1)
2 ([−1, 1], V ). Тогда неизвестная вектор-функция Q(x, t)

и правая часть уравнения (3) могут быть представлены как алгебраиче-

ская сумма вектор-функций, определенных в пространствах L
(0)
2 ([−1, 1], V )

и L
(1)
2 ([−1, 1], V ):

Q(x, t) = Q0(x, t) + Q1(x, t),
δ(t) + α(t)x

√

m(x)
= ∆0(x, t) + ∆1(x, t), (9)

где Q0(x, t),∆0(x, t) ∈ L
(0)
2 ([−1, 1], V ), Q1(x, t),∆1(x, t) ∈ L

(1)
2 ([−1, 1], V ) и

справедливы соотношения

Q0(x, t) = zi
0(t)p

i
0(x) + zi

1(t)p
i
1(x),

∆0(x, t) =

[

√

J0δ
i(t) +

J1√
J0

αi(t)

]

pi
0(x) +

√

J0J2 − J2
1

J0
αi(t)pi

1(x).
(10)
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Заметим, что в представлении Q(x, t) нам известно слагаемое Q0(x, t), функ-

ции разложения которого zi
l (t) (l = 1, 2, i = 1, 2, . . . , n) определяются допол-

нительными условиями (4)

zi
0(t) =

1√
J0

P i(t),

zi
1(t) =

−J1
√

J0(J0J2 − J2
1 )
P i(t) +

√

J0

J0J2 − J2
1

M i(t), i = 1, 2, . . . , n,

(11)

а слагаемое Q1(x, t) подлежит определению. В правой части ∆1(x, t) ≡ 0, а
требуется определить ∆0(x, t). Для нахождения неизвестной вектор-функции
Q1(x, t) введем ортогональные проекторы P0, P1, которые отображают гиль-

бертово пространство L2([−1, 1], V ) на подпространства L
(0)
2 ([−1, 1], V ) и

L
(1)
2 ([−1, 1], V ), соответственно:

P0f(x) =

(

1
∫

−1

f(ξ) ·pi
0(ξ) dξ

)

pi
0(x) +

(

1
∫

−1

f(ξ) · pi
1(ξ) dξ

)

pi
1(x), P1 = I−P0.

Очевидно, что имеют место соотношения

PlQ(x, t) = Ql(x, t), Pl∆(x, t) = ∆l(x, t), l = 0, 1.

Подействовав оператором P1 на (3), получим операторное уравнение, правая

часть которого известна

c(t)(I− L1)Q1(x, t) + (I− L2)P1FQ1(x, t) = −(I − L2)P1FQ0(x, t). (12)

Его решение стоится в виде разложения по собственным функциям по-

лучившегося оператора P1F. Можно показать, что он является вполне
непрерывным, симметричным и положительно определенным оператором из

L
(1)
2 ([−1, 1], V ) в L

(1)
2 ([−1, 1], V ), а его система собственных функций явля-

ется базисом пространства L
(1)
2 ([−1, 1], V ). Поставив для него спектральная

задачу

P1Fϕk(x) = γkϕk(x), ϕk(x) =
∞

∑

m=2

ψi
kmpi

m(x), k = 2, 3, 4, . . . ,

получим бесконечную систему уравнений относительно коэффициентов раз-
ложения ψi

km

∞
∑

l=2

K ij
mlψ

j
kl = γkψ

i
km, k,m = 2, 3, 4, . . . , i = 1, 2, . . . , n, (13)
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где коэффициенты разложения ядра K(x, ξ) определяются из соотношений

K ij
ml =

1
∫

−1

1
∫

−1

pi
m(x) · K(x, ξ)pj

l (ξ) dx dξ =

1
∫

−1

1
∫

−1

p∗m(x)kij(x, ξ)p∗l (ξ)

m(x)m(ξ)
dx dξ,

m, l = 0, 1, 2, . . . , i, j = 1, 2, . . . , n.

(14)

Представив функцию Q1(x, t) в виде разложения по {ϕk(x)}k=2,3,4,..., то есть

Q1(x, t) =

∞
∑

k=2

zk(t)ϕk(x), (15)

и подставив это представление в (12), получим уравнение для определения

функций zk(t)

∞
∑

k=2

[c(t)(I− L1)zk(t) + (I− L2)γkzk(t)]ϕk(x) =

∞
∑

k=2

∆k(t)ϕk(x),

где ∆k(t) — функциональные коэффициенты разложения вектор-функции
−(I−L2)P1FQ0(x, t), стоящей в правой части уравнения (12), и определяемые

соотношениями

∆k(t) = −
1

∫

−1

(I− L2)P1FQ0(x, t) · ϕk(x) dx = −(I− L2)[K
i
0kz

i
0(t) +K i

1kz
i
1(t)].

K i
lk =

∞
∑

m=2

K ij
lmψ

j
km, i = 1, 2, . . . , n, l = 0, 1, k = 2, 3, 4, . . .

Тогда

zk(t) = (I + Wk)
∆k(t)

c(t) + γk

,

Wkf(t) =

t
∫

1

Rk(t, τ)f(τ) dτ, k = 2, 3, 4, . . . ,

где Rk(t, τ) — резольвенты ядер [c(t)K1(t, τ) + γkK
2(t, τ)]/[c(t) + γk]. Под-

ставляя функции zk(t) в (15) и учитывая представления (9), (10), выражения

(11), замены (5) и формул для базисных функций (6), получим

q(x, t) =
1

m(x)

[

zi
0(t)p

i∗
0 (x) + zi

1(t)p
i∗
1 (x) +

∞
∑

k=2

zk(t)Φk(x)

]

,

где

Φk(x) =
√

m(x)ϕk(x) =
∞

∑

m=2

ψi
kmpi∗

m(x), k = 2, 3, 4, . . .
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В выражении для контактных давлений отдельным сомножителем выделена

функция m(x), связанная с толщиной покрытия и формой оснований штам-
пов.

Определив функцию распределения давлений Q(x, t) можно найти и осад-
ки и углы поворотов штампов, для чего необходимо подействовать операто-
ром P0 на уравнение (2):

c(t)(I− L1)[z
i
0(t)p

i
0(x) + zi

1(t)p
i
1(x)]+

+ (I− L2)P0F

[

zi
0(t)p

i
0(x) + zi

1(t)p
i
1(x) +

∞
∑

k=2

zk(t)ϕk(x)

]

=

=

[

√

J0δ
i(t) +

J1√
J0

αi(t)

]

pi
0(x) +

√

J0J2 − J2
1

J0
αi(t)pi

1(x),

Отсюда следует, что

αi(t) =

√

J0

J0J2 − J2
1

{

c(t)(I− L1)z
i
1(t)+

+ (I − L2)

[

K ij
10z

j
0(t) +K ij

11z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
1kzk(t)

]}

,

δi(t) =
1√
J0

{

c(t)(I− L1)z
i
0(t)+

+ (I − L2)

[

K ij
00z

j
0(t) +K ij

01z
j
1(t) +

∞
∑

k=2

K i
0kzk(t)

]}

− J1

J0
αi(t),

i = 1, 2, . . . , n.

Разделы 1.3–1.5 посвящены решению задач для двух, трех и четырех

групп штампов. Их решения строятся аналогично тому, как это было описа-
но выше. Отметим лишь, что решение для четырех групп штампов является
наиболее общим и все остальные случаи являются частными по отношению

к нему.
Численные расчеты взаимодействия оснований с покрытиями и систем

штампов, профили которых согласованы, представлены в разделе 1.6. От-
мечено, что величина приложенной силы не влияет на вид графика распре-

деления контактных давлений. Из графиков видно, что профиль покрытия
вносит существенный вклад в вид графика контактных давлений (рис. 2),

а построенное решение позволило уловить все особенности. Даже в случае
одинаковых форм покрытия под штампами и одинаково приложенных на-
грузок, все штампы ведут себя по-разному (рис. 3 и 4). Это объясняется вза-

имовлиянием штампов друг на друга. Если бы расстояние между штампами
значительно превышало их ширины, то все графики были бы идентичны.
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Фиг. 2. Контактные давления

Зачастую бывает необходимо обеспечить заданные углы поворота штам-

пов при известных приложенных силах. Такая задача актуальна, например,
при строительстве объектов недвижимости в непосредственной близости друг

от друга, когда крены зданий стремятся свести к минимуму; при такой по-
становке необходимо, чтобы все углы поворота тождественно обращались в

ноль. В диссертации показано, что такого эффекта можно добиться, если
регулировать моменты приложения сил.

Приведеные расчеты показывают, что построенное в этом главе реше-

ние позволяет учесть одновременно множество факторов: вязкоупругие свой-
ства материалов основания, взаимное влияние штампов, быстроизменяющи-

еся профили контактирующих поверхностей.

В разделе 1.7 сформулированы основные результаты и выводы, относящи-
еся к первой главе.

Глава 2 посвящена исследованию плоских задач контакта систем жест-
ких штампов и вязкоупругого стареющего основания с поверхностно неодно-

родным тонким покрытием, то есть таким покрытием, свойства которого не
меняются по глубине, но зависят от продольной координаты. Поверхностная

неоднородность обуславливается особенностями нанесения покрытия на ниж-
ний слой, обработкой поверхностных слоев (травление, лазерная обработка,
термическая обработка, ионная имплантация и т. д.). Неоднородность может

быть связана с использованием материалов с различными свойствами при
изготовлении покрытий.

Как и в случае задачи о согласованном контакте, для такой задачи также
существуют 15 различных постановок. Решения для всех 15 постановок полу-

чены и представлены в настоящем разделе. Проведены численные расчеты.
Сделаны качественные выводы.

В разделе 2.1 ставится плоская задачи множественного контакта вязко-
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Фиг. 3. Углы поворота штампов
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Фиг. 4. Осадки штампов

упругого основания с поверхностно неоднородным упругим покрытием и си-
стемы регулярных штампов. Постановка задачи аналогична постановке для

случая согласованного контакта за исключением следующих аспектов:

1) покрытие имеет постоянную толщину h;

2) покрытие изготовлено из упругого материала, свойства которого меня-

ются от точки к точке поверхности, то есть его контактная жесткость опи-
сывается функцией R(x); при этом рассматривается случай, когда функция

R(x) периодична (период равен ∆a);

3) формы оснований штампов задаются функциями gi(x), которые, фак-
тически, описывают зазор (расстояние) между i-м штампом и покрытием в

недеформированном состоянии (gi(x) ≡ g(x) ≥ 0, ∃x0i ∈ [ai, bi] : gi(x0i) = 0;
x ∈ [ai, bi], i = 1, 2, . . . , n).

Схема контактного взаимодействия представлена на рисунке 5.

Показано, что уравнения математической модели такого контактного вза-
имодействия представляют из себя систему смешанных интегральных урав-
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Фиг. 5. Множественный контакт для тел с неоднородными покрытиями

нений и дополнительный условий вида

h
qi(x, t)
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+

2(1 − ν2
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π

n
∑
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1

E2(t− τ2)

bj
∫

aj

kpl

(

x− ξ

H

)

qj(ξ, t)dξ =

= δi(t) + αi(t)(x− ηi) − gi(x),
bi

∫

ai

qi(ξ, t) dξ = Pi(t),

bi
∫

ai

qi(ξ, t)(ξ − ηi) dξ = ei(t)Pi(t) ≡Mi(t),

x ∈ [ai, bi], t ≥ τ0, i = 1, 2, . . . , n,

(16)

где R(x) — функция, зависящая от упругих характеристик покрытия и
условий соединения слоев, которую иногда называют контактной жестко-

стью (R(x) = E1(x)[1 − ν1(x)]/{[1 + ν1(x)][1 − 2ν1(x)]} при сцеплении и
R(x) = E1(x)/[1 − ν2

1(x)] при гладком контакте). Все остальные функции
и константы описаны при постановке задачи для согласованного контакта.

Замена переменных приводит уравнения (16) к виду

c(t)m(x)q(x, t) + (I − L2)Gq(x, t) = δ(t) + α(t)x+ g(x),
1

∫

−1

q(ξ, t) dξ = P(t),

1
∫

−1

q(ξ, t)ξ dξ = M(t), x ∈ [−1, 1], t ≥ 1,
(17)

где функция m(x) обратно пропорциональна контактной жесткости покры-

тия.
Построение решений для этой группы задач идентично тому, что было

сделано в главе 1.

Не останавливаясь на деталях упомянем лишь, что в разделах 2.2–2.5 при-
ведены результаты решения задач для одной, двух, трех и четырех групп
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Фиг. 6. Контактные давления

штампов. Решения всюду получены в аналитическом виде, причем в выра-
жениях для контактных давлений функция m(x), а значит и связанная с ней

контактная жесткость покрытия R(x), выделена отдельным сомножителем.
В разделе 2.6 представлены расчеты для случая, когда неоднородность

описывается разрывной функцией. Графики контактных давлений в этом

случае имеют вид, представленный на рисунке 6. Очевидно, что неоднород-
ность существенно влияет на контактные давления, а значит и на поведения

штампов на основании.
В разделе 2.7 сформулированы основные результаты и выводы, относящи-

еся ко второй главе.
В заключении сформулированы основные научные результаты диссер-

тации и выводы.

ОСНОВНЫЕ НАУЧНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ

1. Впервые решены плоские задачи множественного контакта регулярной
системы жестких штампов и вязкоупругого стареющего основания с по-
крытием, форма которого совпадает с формами оснований штампов (то

есть когда их профили согласованы) и описывается быстро изменяющейся
функцией.

2. Рассмотрены 15 вариантов постановки задачи согласованного контакта.

Для всех вариантов на основании проекционного метода получены ана-
литические формулы для неизвестных характеристик на каждом штампе

(углов поворота, осадок штампов, приложенных нагрузок, моментов при-
ложения нагрузок).

3. Впервые решены плоские задачи о контакте регулярной системы жестких
штампов и вязкоупругого стареющего основания с поверхностно неодно-
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родным покрытием, свойства которого описываются быстро изменяющей-

ся функцией.

4. Рассмотрены 15 вариантов постановки задачи для поверхностно неодно-

родного основания. Для всех вариантов построено аналитическое решение
для определения неизвестных характеристик контактного взаимодействия

на каждом штампе.

5. Формы полученных решений содержат быстро изменяющиеся функции в

явном виде. Это позволяет производить расчеты возникающих приклад-
ных задач с высокой точностью для оснований, реальные свойства и фор-

ма которых описываются такими функциями, в то время как использова-
ние других известных методов приводит к существенным вычислительным

ошибкам.
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