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Ââåäåíèå

Êîíòðîëü íàäåæíîñòè îñíîâíûõ óçëîâ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïðî-

ìûøëåííîñòè, îáåñïå÷èâàÿ áåçîïàñíîñòü ýêñïëóàòàöèè è êîíòðîëü êà÷åñòâà

ïðîäóêöèè. Óëüòðàçâóêîâîé íåðàçðóøàþùèé êîíòðîëü è ìîíèòîðèíã ñî-

ñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèé, êàê îäíè èç âàæíåéøèõ ìåòîäîâ íåðàçðóøàþùåãî

êîíòðîëÿ, èñïîëüçóþò ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ óëüòðàçâóêîâûå âîëíû äëÿ îá-

íàðóæåíèÿ íåîäíîðîäíîñòåé è äå�åêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ñòðóêòóðå [1�4℄.

Â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè èíñïåêòèðóåìîé ñòðóêòóðû è òèïà îïðåäåëÿ-

åìûõ äå�åêòîâ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû óëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðó-

øàþùåãî êîíòðîëÿ (íàïðèìåð, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè îáú¼ìíûõ èëè

áåãóùèõ âîëí). Îáú¼ìíûå âîëíû îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáíàðóæåíèÿ

äå�åêòîâ â îáú¼ìíûõ ñòðóêòóðàõ, à òàêæå â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ äîñòàòî÷-

íî áîëüøîé òîëùèíû. Íîðìàëüíûå ìîäû, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü

ïîâåðõíîñòíûå, ïñåâäî-ïîâåðõíîñòíûå (âûòåêàþùèå), êàíàëîâûå âîëíû, à

òàêæå êðàåâûå (êðîìî÷íûå) âîëíû, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êîíñòðóêöèé ñ òîí-

êîñòåííûìè ýëåìåíòàìè [5�9℄. Òàêîå ïðåèìóùåñòâî, êàê âûñîêàÿ ÷óâñòâè-

òåëüíîñòü áåãóùèõ âîëí ê âíóòðåííèì è ïîâåðõíîñòíûì íåîäíîðîäíîñòÿì,

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè îöåíêå âíóòðåííèõ ïîâðåæäåíèé è ðàçëè÷íûõ äå-

�åêòîâ â ïëàñòèíàõ è òðóáàõ [10�13℄, â òî âðåìÿ êàê êðàåâûå âîëíû ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ý��åêòèâíîãî îáíàðóæåíèÿ ïîâðåæäåíèé â îêðåñò-

íîñòè êðàåâ ñòðóêòóð [14,15℄.

Íà ïðàêòèêå, äëÿ òîãî, ÷òîáû ý��åêòèâíî (íàïðèìåð, âûáîðî÷íî)

âîçáóäèòü ïîâåðõíîñòíûå âîëíû èëè áåãóùèå âîëíû ñ îïðåäåëåííûìè ñâîé-

ñòâàìè, íóæíî ïðèâëåêàòü ñïåöèàëüíûå òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà, è äî ñèõ ïîð

ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà, ñâÿçàííàÿ ñ íèçêîé ý��åêòèâíîñòüþ äàííûõ ïîäõî-

äîâ [16℄. Òàê, äëÿ âîçáóæäåíèÿ ïîïåðå÷íûõ âîëí íåîáõîäèìî äîáèòüñÿ èõ

ý��åêòèâíîãî âîçáóæäåíèÿ, íàïðèìåð, ïóòåì êîíâåðòàöèè ìîä èëè ñïå-
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öèàëüíîé êîíñòðóêöèè èñòî÷íèêà [17, 18℄; äëÿ ìíîãîìîäîâûõ ðåæèìîâ êî-

ëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ êîìïîçèòîâ èç-çà ñëîæíûõ äèñïåðñèîííûõ õàðàê-

òåðèñòèê âîçíèêàåò ñëîæíîñòü â îáðàáîòêå è àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ñèãíà-

ëîâ [19, 20℄.

Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ âñå á�îëüøåå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ñàìûõ

ðàçíûõ çàäà÷ íàõîäÿò ìåòàìàòåðèàëû (èñêóñòâåííî ñîçäàííûå êîìïîçèò-

íûå ìàòåðèàëû ñ ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì ñâîéñòâ â îäíîì èëè íåñêîëü-

êèõ íàïðàâëåíèÿõ, ïðåâîñõîäÿùèå ïî õàðàêòåðèñòèêàì ñâîéñòâà îòäåëüíûõ

êîìïîíåíò [21, 22℄). Â çàäà÷àõ ìåõàíèêè è àêóñòèêè, âñå áîëüøå ïðèëîæå-

íèé íàõîäÿò àêóñòè÷åñêèå/óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû èëè �îíîííûå êðèñòàë-

ëû [23�29℄. Áëàãîäàðÿ òùàòåëüíî ïîäîáðàííîìó äèçàéíó âíóòðåííåé ñòðóê-

òóðû óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû ìîãóò îáëàäàòü íåîáû÷íûìè ìåõàíè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè, êîòîðûõ íåò ó òðàäèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, òàêèìè êàê îòðèöà-

òåëüíàÿ ðå�ðàêöèÿ, íàëè÷èå ïîëíûõ è ìîäîâûõ çàïðåù¼ííûõ çîí, íàïðàâ-

ëåííîå èçëó÷åíèå, �îêóñèðîâêà, áëîêèðîâêà êîëåáàíèé è äð., ñ ïîìîùüþ

êîòîðûõ ìîæíî óïðàâëÿòü ðàñïðîñòðàíåíèåì óïðóãèõ âîëí [30�32℄.

�àçâèòèå òåõíîëîãèé óëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ âû-

äâèíóëî òàêèå íîâûå çàäà÷è êàê êîíâåðòàöèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå) ðàçëè÷íûõ

òèïîâ âîëí [19, 33, 34℄. Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå ïðîäîëüíîé âîëíû â ïî-

ïåðå÷íóþ è ïðåîáðàçîâàíèå A-ìîäû âîëíû Ëýìáà â S-ìîäó èëè SH-ìîäó

è ò.ï. È èìåííî óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ ðåøå-

íèÿ ýòèõ çàäà÷ óëüòðàçâóêîâîé äèàãíîñòèêè. Òàê, ìåòàìàòåðèàëû ìîãóò

áûòü ðàçìåùåíû íà ïóòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí èëè èíòåãðèðîâà-

íû âìåñòå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè â åäèíûé �óíêöèî-

íàëüíûé áëîê äëÿ ñîçäàíèÿ íîâîãî òèïà èñòî÷íèêà/ïðè¼ìíèêà óïðóãèõ êî-

ëåáàíèé, íå ïðåäóñìàòðèâàþùèõ ðàçðóøåíèÿ ñòðóêòóðû êîíòðîëèðóåìûõ

îáðàçöîâ [18, 35℄.

�àçðàáîòêà ìåòàìàòåðèàëîâ íåâîçìîæíà áåç ý��åêòèâíûõ ñðåäñòâ
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ìîäåëèðîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî àíàëèçà. Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çà-

äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, îïèñûâàþùèõ äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå óïðó-

ãèõ òåë, çà ïîñëåäíèå ãîäû áûëè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå,

ïîëóàíàëèòè÷åñêèå, ïðÿìûå ÷èñëåííûå, à òàêæå ãèáðèäíûå ìåòîäû. Äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóðàõ

ðàçðàáîòàí ðÿä ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ: ìåòîäû, èñïîëüçó-

þùèå ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè [36℄, ìåòîä ìàòðèö ïåðåíîñà [37, 38℄,

ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÏÀÌÊÝ) (semi-analytial

�nite element method) [39, 40℄ è äð. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîëóàíàëèòè÷å-

ñêèå ìåòîäû ñ íåáîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè ïîçâîëÿþò îïðå-

äåëÿòü äèñïåðñèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ âîëíîâîäîâ (öèëèíäðè-

÷åñêèõ, àíèçîòðîïíûõ, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ, �óíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ è

äð.), îíè íå ìîãóò ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ëîêàëüíûõ íåäîíîðîäíîñòåé, â òîì

÷èñëå è äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ.

Ñðåäè ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðàññåÿíèÿ âîëí

â ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóðàõ ñ âíóòðåííèìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ìîæíî âû-

äåëèòü èíòåãðàëüíûé ïîäõîä è ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

[41�45℄, â ÷àñòíîñòè, àêòèâíî ðàçâèâàåìûé â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ þæ-

íîðîññèéñêîé øêîëîé ìåõàíèêè. Â ðàìêàõ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà [46�49℄,

ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå �óí-

äàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ âñåãî ìíîãîñëîéíîãî âîëíîâîäà, ÷òî ðîäíèò åãî

ñ ÏÀÌÊÝ è ïðåäîñòàâëÿåò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïåðåä ïðÿìûìè ÷èñëåííûìè

ìåòîäàìè. Ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ïîäõîäà ïîçâîëÿåò òàêæå ïðîâîäèòü

íå òîëüêî ÷èñëåííûé, íî òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèé è àíàëèòè÷åñêèé ïàðà-

ìåòðè÷åñêèé àíàëèç [50, 51℄, à òàêæå ý��åêòèâíî ðåøàòü îáðàòíûå çàäà-

÷è [52�54℄. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîèñòûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåä ñ ìàññèâàìè

òðåùèí èëè ðàçðåçîâ òàêæå áûëè ðàçðàáîòàíû ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ìåòî-

äû [55�57℄.
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Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè è äå-

�åêòàìè ñëîæíîé �îðìû ïðè íàëè÷èè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ìîæ-

íî èñïîëüçîâàòü ðàçíîâèäíîñòè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [58�62℄

èëè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [63�65℄. Øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïîñëåä-

íåå âðåìÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè (ÌÊÝ

ÂÏÒ) ïðè÷åì íå òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷. Â íàó÷íîé ëèòå-

ðàòóðå îí òàêæå íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

(spetral �nite element method èëè SFEM) èëè ïðîñòî ìåòîäîì ñïåêòðàëü-

íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÑÝ) [66�72℄. ÌÊÝ ÂÏÒ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè èí-

òåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ è ñïåöèàëüíîì âûáîðå óçëîâ

èíòåãðèðîâàíèÿ, îêàçàëñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ âîëíîâûõ çàäà÷, èìåþùèé ïðè ýòîì áîëåå áûñòðóþ ÷åì ÌÊÝ ñõîäè-

ìîñòü [73℄ è ïðåäîñòàâëÿþùèé âîçìîæíîñòü äëÿ ý��åêòèâíîãî ðàñïàðàë-

ëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè ðåàëèçàöèè [61,74℄.

Áûëà òàêæå ðàçðàáîòàíà è àäàïòèðîâàíà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîë-

íîâûõ çàäà÷ ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (loal interation

simulation approah èëè LISA) [75, 76℄, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëåãêî ðàñïà-

ðàëåëåíà è ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ðàññåÿíèå íà ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ

[77, 78℄. Ìåòîä êîíå÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè

óïðóãîñòè (elastodynami �nite integration tehnique � EFIT) ïðåäñòàâëÿ-

åò ñîáîé åùå îäèí ñåòî÷íûé ÷èñëåííûé ìåòîä âî âðåìåííîé îáëàñòè, òàêæå

ñïîñîáåí ìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ [79,80℄.

Ïîìèìî ýòîãî, ìîæíî âûäåëèòü ìåòîä ãðàíè÷íûõ ìàñøòàáèðóåìûõ êîíå÷-

íûõ ýëåìåíòîâ (saled boundary �nite-element method - SBFEM), â ðàìêàõ

êîòîðîãî äèñêðåòèçèðóåòñÿ òîëüêî ãðàíèöà îáëàñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò óíà-

ñëåäîâàòü ðÿä ïðåèìóùåñòâ ÌÊÝ è ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (Ì�Ý)

[81�83℄.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷ â ñëîæíûõ ñîñòàâíûõ ñòðóêòóðàõ â ïî-
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ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ãèáðèäíûå ïîäõîäû, â êî-

òîðûõ ìîæíî áûëî áû ñî÷åòàòü ïðåèìóùåñòâà ïðÿìûõ ÷èñëåííûõ è ïîëó-

àíàëèòè÷åñêèì ìåòîäîâ. Â òàêèõ ãèáðèäíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåìàõ îáëà-

ñòè ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðîèçâîëüíûõ �îðì, äèñêðåòèçèðóþòñÿ ïðÿìûìè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, à ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â ïðîòÿæåííûõ ñëîèñòûõ

ñòðóêòóðàõ îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëóàíàëèòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ [84�89℄.

Ê ïðèìåðó, ðåøåíèå â âîëíîâîäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè íîð-

ìàëüíûõ ìîä èëè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà, òîãäà êàê äèíàìè÷å-

ñêîå ïîâåäåíèå ïüåçîàêòóàòîðà, ïðèêëååíîãî íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû îïè-

ñûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ÌÊÝ [88,90,91℄ èëè ïîâðåæäåííàÿ çîíà îïèñûâàåòñÿ

ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ èëè Ì�Ý [92,93℄.

Òåì íå ìåíåå, ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå

ñõåìû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð è óïðóãèõ

ìåòàìàòåðèëîâ, êîòîðûå áû îïèðàëèñü íà ïîëóàíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû. Îñ-

íîâíûì ïðåèìóùåñòâîì òàêèõ ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

íàïðÿìóþ îïðåäåëÿòü àìïëèòóäû óïðóãèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â

ïðîòÿæåííûõ ýëåìåíòàõ è òåì ñàìûì ðàññ÷èòûâàòü êîý��èöèåíòû êîíâåð-

òàöèè âîëíîâîé ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàçðàáîòêè íîâûõ ý��åê-

òèâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ñëîæ-

íûõ ñîñòàâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ, âêëþ÷àþùèõ îáëàñòè ñ íåîäíî-

ðîäíîñòÿìè ðàçíûõ òèïîâ è �îðì, à òàêæå ïðèñîåäèíåííûå ê íèì ïðîòÿ-

æåííûå ñëîèñòûå âîëíîâîäû, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé. Ñîçäàíèå òàêèõ ìîäå-

ëåé èãðàåò âàæíóþ ðîëü íå òîëüêî ïðè ðàçðàáîòêå è ïðèìåíåíèè íîâûõ

êîí�èãóðàöèé óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ, íî ïðè ñîâåðøåíñòâîâàíèè ìåòî-

äîâ óëüòðàçâóêîâîãî íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ.

Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå è

ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãèõ ìåòàìà-

òåðèàëàõ è ñëîèñòûõ âîëíîâîäàõ ñ ïðèñîåäèíåííûìè ýëåìåíòàìè, à òàêæå
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ðàçðàáîòêà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èõ ðåà-

ëèçàöèÿ â âèäå êîìïëåêñîâ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì è ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ

âåðè�èêàöèÿ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1) ðàçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ

ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí â ñëîæíûõ ñî-

ñòàâíûõ è ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ;

2) ïîäãîòîâêà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îáðàçöîâ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ è

ïðîâåäåíèå ýêñïåðèìåíòîâ;

3) ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðè�èêàöèÿ ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé;

4) òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí;

5) ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå âîçìîæíîñòè �îðìèðîâàíèÿ çàïðå-

ùåííûõ çîí.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè

ðåçóëüòàòàìè:

1. �àçðàáîòàíà íîâàÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõå-

ìà è ñîçäàííà íà åå îñíîâå êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí â ïðîòÿæåííûõ ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ ñ ïðè-

ñîåäèíåííûìè ýëåìåíòàìè;

2. �àçðàáîòàíû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è êîìïüþòåðíàÿ ìî-

äåëü íà îñíîâå íîâîé ïîëóàíàëèòè÷åñêîé ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé

ñõåìû äëÿ àíàëèçà çàïðåùåííûõ çîí è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óïðó-

ãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïðîòÿæåííûìè ýëåìåíòàìè.

3. Áûëè ðàññìîòðåíû íîâûå òèïû óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ: ìåòàìàòå-

ðèàëû ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü, è
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ìåòàìàòåðèàëû â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé. Âïåðâûå ïðîâå-

äåí òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ êîí�èãóðàöèè ÿ÷å-

åê óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîëîñòÿìè íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí è

�îðìèðîâàíèå çàïðåùåííûõ è ðàçðåøåííûõ çîí. Âïåðâûå ýêñïåðèìåí-

òàëüíî ïîäòâåðæäåíà âîçìîæíîñòü �îðìèðîâàíèÿ çàïðåùåííûõ çîí

äëÿ íîâûõ òèïîâ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîëîñòÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îïðåäåëÿ-

þòñÿ âîçìîæíîñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè,

íåðàçðóøàþùåì óëüòðàçâóêîâîì êîíòðîëå è ìîíèòîðèíãå êîíñòðóêöèé, à

òàêæå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ.

Íà ðàçíûõ ýòàïàõ âûïîëíåíèÿ íàñòîÿùåå äèññåðòàöèîííîå èññëåäî-

âàíèå áûëî ïîääåðæàíî ãðàíòàìè �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà 22-11-00261

¾Ïðîåêòèðîâàíèå è îïòèìèçàöèÿ íîâûõ àêóñòè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ äëÿ

�èëüòðàöèè, �îêóñèðîâêè è êîíâåðòàöèè óïðóãèõ âîëí¿, ãîñóäàðñòâåííû-

ìè çàäàíèÿìè Ìèíîáðíàóêè �îññèè FZEN-2020-0017 ¾�àçðàáîòêà ðàñ÷åòíî-

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè êîíñòðóêöèé è îïðåäåëåíèÿ è ìî-

íèòîðèíãà äåãðàäàöèè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå ñèñòåì âîçáóæäåíèÿ

è ðåãèñòðàöèè áåãóùèõ âîëí¿ è FZEN-2024-0003 ¾�àçâèòèå ìåòîäîâ óëü-

òðàçâóêîâîãî âîëíîâîãî ìîíèòîðèíãà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé èç êîìïî-

çèòíûõ ìàòåðèàëîâ¿, �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

21-51-53014-�ÔÅÍ_à ¾�àçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ è ïîëóàíàëè-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèçà äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

ñëîèñòûõ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ïîâðåæäåíèÿìè, âûçâàííûìè óäàðíû-

ìè íàãðóçêàìè¿, 19-41-230012 ð_à ¾�àçðàáîòêà íîâûõ êîí�èãóðàöèé âîë-

íîâîäíûõ ñòðóêòóð è àêóñòè÷åñêèõ ìåòàìàòåðèàëîâ íà îñíîâå äèýëåêòðè-

÷åñêèõ ýëàñòîìåðîâ¿ è 18-501-12069-ÍÍÈÎ_à ¾Óïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíå-

íèåì âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñëîèñòûõ êîìïîçèòàõ ñ

ýëåêòðîäàìè è òðåùèíàìè¿), Êóáàíñêîãî íàó÷íîãî �îíäà ÌÔÈ-20.1/118
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¾�àçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòè�èêàöèè èíòåð�åéñíûõ ðàññëîåíèé ñ ïîìîùüþ

óëüòðàçâóêîâûõ âîëí Ëýìáà ñ ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó-

÷åíèÿ¿, à òàêæå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè ÌÊ-470.2020.1

¾Òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óïðóãèõ âîëí,

âîçáóæäàåìûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàòåëåì â ìíîãîñëîéíîì êîì-

ïîçèòå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå¿.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâûõ

ïîëåé â ïðîòÿæåííûõ ìíîãîñëîéíûõ íåïîâðåæäåííûõ âîëíîâîäàõ èñïîëü-

çóåòñÿ ÏÀÌÊÝ, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ïî ïðîòÿæåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå è ïîñëåäóþùåé äèñêðåòèçà-

öèè ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ íà êîìïàêòå ðàçìåðíîñòüþ íà åäèíèöó ìåíüøåé,

÷åì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà èñõîäíîé çàäà÷è, à èìåííî â ïîïåðå÷íîì

ñå÷åíèè âîëíîâîäà. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ý��åêòèâíî ðàñ÷è-

òûâàòü âîëíîâûå ïîëÿ, íî è ïðîâîäèòü ìîäàëüíûé àíàëèç çà ñ÷åò ÿâíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè íîðìàëüíûõ ìîä. Àìïëèòó-

äû îòäåëüíûõ ìîä íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà òîðöàõ âîëíîâîäà

ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ �àëåðêèíà èëè êîëëîêàöèé. Ñòðóêòóðû

ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è �îðì ìîäåëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ

ÌÊÝ ÂÏÒ, êîòîðûé äàåò ñïåêòðàëüíóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ. Äëÿ ñîïðÿ-

æåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ ðåøåíèé òàêæå èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïðîåêöèîííûå ìåòîäû �àëåðêèíà èëè êîëëîêàöèé. �àñïðîñòðà-

íåíèå óïðóãèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñòàâíûõ ñòðóêòóðàõ îïèñûâàåòñÿ ñ

èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè Ôëîêå-Ëÿïóíîâà.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ:

1) ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà è ðàçðàáîòàííàÿ

íà åå îñíîâå êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùèå äèíàìè÷åñêîå ïîâå-

äåíèå ñëîèñòîãî âîëíîâîäà ñ ïðèñîåäèíåííûìè ýëåìåíòàìè;

11



2) ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé ïåðèîäè÷å-

ñêèõ óïðóãèõ ñòðóêòóð ñ ÿ÷åéêàìè, ñîñòîÿùèìè èç ñëîèñòîãî âîëíîâî-

äà è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé �îðìû;

3) ïîëóàíàëèòè÷åñêàÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà è ðàçðàáîòàí-

íàÿ íà åå îñíîâå êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå

óïðóãèõ âîëí â ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ñ ÿ÷åéêàìè, ñîñòîÿùèìè èç

ñëîèñòîãî âîëíîâîäà è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ;

4) ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÿ÷ååê óïðóãèõ ìå-

òàìàòåðèàëîâ íà ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí;

5) ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðó-

ãèõ ñëîèñòûõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîëîñîâûìè ïîëîñòÿìè íà �îðìèðî-

âàíèå çàïðåùåííûõ çîí, âêëþ÷àÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå

âîçìîæíîñòè �îðìèðîâàíèÿ çàïðåùåííûõ çîí.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ îáåñ-

ïå÷èâàþòñÿ êîððåêòíîñòüþ ïîñòàíîâîê ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷,

ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ñ

äàííûìè, ïîëó÷åííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíî èëè èíûìè ìåòîäàìè, à òàêæå

ñîïîñòàâëåíèåì ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Àïðîáàöèÿ è ðåàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå

ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, âûïîëíåííûõ ïî òåìå äèññåðòàöèè, áûëè ïðåä-

ñòàâëåíû â ïåðèîä ñ 2020 ã. ïî 2024 ã. íà 19 ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèé-

ñêèõ êîí�åðåíöèÿõ. Â èõ ÷èñëå: International Conferene Days on Di�ration

(ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2020 è 2024 ãã.), Ìåæäóíàðîäíàÿ èííîâàöèîííàÿ êîí-

�åðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷¼íûõ è ñòóäåíòîâ ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì ìàøè-

íîâåäåíèÿ ÌÈÊÌÓÑ (ã. Ìîñêâà, 2020), International Conferene on "Physis

and Mehanis of New Materials and Their Appliations"(Kitakyushu, ßïîíèÿ,

2021 ã.; Surabaya, Èíäîíåçèÿ, 2023 ã.), Âñåðîññèéñêàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ
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¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è áèîìåõàíèêà â ñîâðåìåííîì óíèâåðñèòå-

òå¿ (ïîñ. Äèâíîìîðñêîå, 2021�2024), Ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-êîí�åðåíöèÿ

¾Êîìïëåêñíûé àíàëèç è åãî ïðèëîæåíèÿ¿ (ã. �åëåíäæèê, 2021), Òðåòüÿ

Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ó�èìñêàÿ îñåííÿÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ øêîëà - 2021¿ (ã. Ó�à, 2021 ã.), ×åòâ¼ðòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ

êîí�åðåíöèÿ ¾Îñåííèå ìàòåìàòè÷åñêèå ÷òåíèÿ â Àäûãåå¿ (ã. Ìàéêîï, 2021

ã.), Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-

ìàòèêà è èí�îðìàòèêà â ñîâðåìåííîì ìèðå"(ã. Êðàñíîäàð, 2022 ã.), XIII

âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî �óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ïðè-

êëàäíîé ìåõàíèêè (ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, 2023 ã.), I Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-

ïðàêòè÷åñêàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è ìîäåëè â ðåøåíèè

ïðèêëàäíûõ çàäà÷"(ã. Êðàñíîäàð, 2023 ã.), XIX Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íî-òåõíè-

÷åñêàÿ êîí�åðåíöèÿ Ïðèáîðîñòðîåíèå â XXI âåêå Èíòåãðàöèÿ íàóêè, îáðà-

çîâàíèÿ è ïðîèçâîäñòâà (ã. Èæåâñê, 2023 ã.), Third International Conferene

�Modern Problems in Modeling Materials for Mehanial, Medial and Biologial

Appliations� (ã. �îñòîâ-íà-Äîíó, 2023 ã.), XXI Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåí-

öèÿ ¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ (ã. �îñòîâ-íà-

Äîíó, 2023 ã.), 51 øêîëà-êîí�åðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè¿

ïàìÿòè Ä.À. Èíäåéöåâà (ã. Âåëèêèé Íîâãîðîä, 2024 ã.).

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà îáùèì îáú-

¼ìîì 125 ñòðàíèö èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: ââåäåíèå, ÷åòûðå ãëàâû,

çàêëþ÷åíèå è ñïèñîê ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùèé 123 èñòî÷íèêà. �àáîòà ñî-

äåðæèò 48 ðèñóíêîâ è 5 òàáëèö.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè èçëîæåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû äèíà-

ìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, íåîáõîäèìûå ïðè äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìàòå-

ðèàëà. Äàþòñÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óïðóãèõ òåë, ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ âàðèàöèîííûå �îðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ

ïëîñêèõ è àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåàëèçàöèè
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ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ. Ïðèâîäÿòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ðàìêàõ òåîðèè

Ôëîêå-Ëÿïóíîâà äëÿ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ è �îíîííûõ êðèñòàëëîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âîë-

íîâûõ çàäà÷ îá óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ïëîñêèõ è àíòèïëîñêèõ êî-

ëåáàíèÿõ ìíîãîñëîéíûõ âîëíîâîäîâ è óïðóãèõ ñòðóêòóð êîíå÷íûõ ðàçìå-

ðîâ. Îïèñûâàåòñÿ ñõåìà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ìàòðèö ïåðåíîñà è ÌÊÝ

ÂÏÒ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â ñëîèñòûõ �îíîííûõ

êðèñòàëëàõ. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþÌÊÝ

ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ äëÿ óïðóãèõ àíèçîòðîïíûõ òåë êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ â àíòèï-

ëîñêîé è ïëîñêîé ïîñòàíîâêå. Îïèñàíû òàêæå âêðàòöå îñíîâíûå èäåè èíòå-

ãðàëüíîãî ïîäõîäà [100�102℄ è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ.

Â òðåòüåé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ïî-

ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ óïðóãîãî âîë-

íîâîäà êîíå÷íîé äëèíû ñ îäíèì ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì â ïëîñêîé è àí-

òèïëîñêîé ïîñòàíîâêå. �àññìàòðèâàåòñÿ òàêæå ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñõåìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äè�ðàêöèè áåãóùåé âîëíû íà íåîäíîðîäíîñòè.

Êðîìå òîãî, ãèáðèäíàÿ ñõåìà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé êîëåáàíèé óïðóãèõ ìå-

òàìàòåðèàëîâ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííûé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíà-

ëèç âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-

íåíèå ðàçðàáîòàííîãî ãèáðèäíîãî ìåòîäà ñ ÌÊÝ. Îïèñûâàåòñÿ èçãîòîâ-

ëåíèå îáðàçöîâ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ïîëîñòÿìè è ñõåìà ïðîâåäåíèÿ

ýêñïåðèìåíòà. ×èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ óïðó-

ãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïî-

ëîñòü, è óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé.

Ïðîèçâîäèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå âîçìîæíîñòè �îðìèðî-

âàíèÿ çàïðåùåííûõ çîí äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ.

Àâòîð äèññåðòàöèè âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîääåðæ-
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êó ñâîåé ñåìüå, à òàêæå íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ì.Â. �îëóáó, ÷òî ïîäàðèë

åìó òâîð÷åñêóþ íèòü è âäîõíîâèë íà èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ çàäà÷. Êðîìå

òîãî, àâòîð áëàãîäàðèò ïðî�åññîðîâ Å.Â. �ëóøêîâà, Í.Â. �ëóøêîâó è âñåõ

ñîòðóäíèêîâ Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è èí�îðìàòèêè, â ïåðâóþ

î÷åðåäü À.À. Åð¼ìèíà, Ñ.È. Ôîìåíêî, Î.Â. Äîðîøåíêî, À.À. Ìàêàðåíêî,

Ê.Ê. Êàíèùåâà çà öåííûå ñîâåòû, ïëîäîòâîðíûå äèñêóññèè â õîäå âûïîë-

íåíèÿ ðàáîòû è çàìå÷àíèÿ ê òåêñòó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèîííîãî èñ-

ñëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíî 12 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 3 ñòàòüè [94�96℄ â ðåöåí-

çèðóåìûõ èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ, 3 ñòàòüè [97�99℄ â ïðî÷èõ èçäàíèÿõ,

èíäåêñèðóåìûõ â Web of Siene èëè Sopus, 6 ñòàòåé � â ñáîðíèêàõ òðóäîâ

êîí�åðåíöèé.
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1. Êðàåâûå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé òåîðèè

óïðóãîñòè äëÿ óïðóãèõ âîëíîâîäîâ ñ

íåîäíîðîäíîñòÿìè

Â äàííîì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîëíîâûå ïðîöåññû â ñî-

ñòàâíûõ ñòðóêòóðàõ, â îáùåì ñëó÷àå ñîñòîÿùèõ èç àíèçîòðîïíûõ óïðóãèõ

êîìïîíåíòîâ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ÷àñòíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ â ÷åòâåð-

òîé ãëàâå, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ïðå-

îáðàçîâàòåëåì, âîçáóæäàþùèì êîëåáàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðóêòóðàõ.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ îáùèé âèä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

è ñîñòîÿíèÿ [49℄. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ óïðóãèõ ìíîãîñëîé-

íûõ âîëíîâîäîâ ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ ñâîäêà èñïîëüçóåìûõ â äàëüíåéøåì

ñîîòíîøåíèé (óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ), à òàêæå îáñóæ-

äàåòñÿ îáîáùåííàÿ (âàðèàöèîííàÿ) ïîñòàíîâêà êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿ îïèñà-

íèÿ äèíàìèêè ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå îñíîâíûå

ñâåäåíèÿ èç òåîðèè Ôëîêå-Ëÿïóíîâà [103�105℄.

�1.1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = {x1, x2, x3} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñî-
ñòàâíîå òåëî, çàíèìàþùåå â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè îáú¼ì V . Ïóñòü íà åãî ïî-

âåðõíîñòè S = ∂V ïðèëîæåíû ïîâåðõíîñòíûå ñèëû q(x) , à òàêæå èìåþòñÿ

îáú¼ìíûå ñèëû F (x), ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ òî÷êè òåëà x ∈ V îòêëîíÿ-

þòñÿ îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàííîãî â ìîìåíò âðåìåíè t = t0.

Â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t > t0 ïîëîæåíèå âñåõ òî÷åê îïèñûâàåòñÿ

âåêòîðîì ïåðåìåùåíèÿ u(x, t). Â ïðåäïîëîæåíèè ñïëîøíîñòè âåêòîð ïåðå-

ìåùåíèé u ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò

x = {x1, x2, x3} è âðåìåíè t.
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Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî òåëà â

ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ëèíåéíîñòè íåîáõîäèìî â êàæäîé òî÷êå x çàäàòü

òåíçîð óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ Cijkl(x), òåíçîð êîíñòàíò ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ

íàïðÿæåíèé ekij(x), òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè εij(x) è ïëîò-

íîñòü ρ(x). Äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýëåêòðîóïðóãèõ òåë îïèñûâàåòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè äâèæåíèÿ

∂σij(x, t)

∂xj

+ Fi(x, t) = ρ(x)
∂2uj(x, t)

∂t2
, (1.1)

óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ

σij(x, t) = Cijkl(x)skl(x, t)− eijk(x)Ek(x, t), (1.2)

Di(x, t) = eikl(x)skl(x, t) + εij(x)Ej(x, t), (1.3)

è óðàâíåíèÿìè ýëåêòðîñòàòèêè [49℄

∂Di(x, t)

∂xi

= 0. (1.4)

Çäåñü Fi � ðàñïðåäåëåíèå îáú¼ìíûõ ñèë, σij � òåíçîð íàïðÿæåíèé, sij �

òåíçîð äå�îðìàöèé, Ei � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ, Di � êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè ýòîì

èñïîëüçîâàíèå òåíçîðíîé çàïèñè ïðåäïîëàãàåò ñóììèðîâàíèå ïî îäèíàêî-

âûì èíäåêñàì. Ñîîòíîøåíèÿ Êîøè

skl =
1

2

(
∂uk

∂xl

+
∂ul

∂xk

)

ñâÿçûâàþò êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïå-

ðåìåùåíèé, à êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæ¼ííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ:

Ek = − ∂φ

∂xk

.
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ âñåãî îáú¼ìà V ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ çà-

äàíèåì ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé òî÷åê òåëà â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè t0 [49℄, êîòîðûé îáû÷íî äëÿ óäîáñòâà ïðèíèìàþò t0 = 0:

u(x, t0) = u0(x, t0),
∂u(x, t0)

∂t
= u1(x, t0). (1.5)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äî íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè t = t0 òî÷êè òåëà

íàõîäèëèñü â ïîêîå

u(x, t)

∣∣∣∣
t ≤ t0

≡ ∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t ≤ t0

≡ 0. (1.6)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äîëæíà òàêæå äîïîëíÿòüñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0.

Íà âñåé ïîâåðõíîñòè òåëà S â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t äîëæíû çàäàâàòüñÿ

ëèáî ïåðåìåùåíèÿ (I êðàåâàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè � çàäà÷à Äèðèõëå)

u(x, t) = w(x)p(t), x ∈ S, (1.7)

ëèáî íàïðÿæåíèÿ (II êðàåâàÿ çàäà÷à � çàäà÷à Íåéìàíà)

σij(x, t)nj(x) = qi(x)p(t), x ∈ S, (1.8)

ãäå n = {n1, n2, n3} � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S. Ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ñìåøàííîãî òèïà (III êðàåâàÿ çàäà÷à) îòíîñÿòñÿ òå, â êîòîðûõ, íàïðèìåð,

íà íåêîòîðîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè Su çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.7), à

óñëîâèÿ (1.8) çàäàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Sτ , ïðè÷¼ì S = Su ∪ Sτ .

Ïðè îïèñàíèè ñîñòàâíûõ òåë èëè òåë ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè, â òîì ÷èñ-

ëå, óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ, êàê ïðàâèëî ïðåäïîëàãàåòñÿ îòñóòñòâèå ñêà÷-

êîâ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ðàçëè÷íûõ ñðåä. Ïðè

ðàññìîòðåíèè êîìïîçèòíûõ ñòðóêòóð, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì ñîåäèíå-

íèÿ ýëåìåíòîâ èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, ìîæíî ðàçáèòü âñþ îáëàñòü V íà

ïîäîáëàñòè Vi (V =
⋃

Vi), â êàæäîé èç êîòîðûõ ñâîéñòâà ïîñòîÿííû. Ïðè
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ýòîì íåîáõîäèìî çàäàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ

âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñîñòàâíîé ñòðóêòóðû.

Íàèáîëåå ÷àñòûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûé êîíòàêò, èëè æ¼ñòêîå

ñöåïëåíèå ñðåä. Äëÿ èäåàëüíîãî êîíòàêòà äâóõ îáëàñòåé, V1 è V2, èìåþùèõ

îáùóþ ãðàíèöó S1 = ∂V1

⋂
∂V2, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà S1 îïðåäåëÿþòñÿ

óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé

[[u(x)]] = lim
x→x+

u(2)(x)− lim
x→x−

u(1)(x) = 0, x ∈ S1,

à òàêæå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå ñ âûáðàííîé

íîðìàëüþ n

[[σij(x)nj(x)]] = 0, x ∈ S1.

Çäåñü è äàëåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñêà÷êà èñïîëüçóþòñÿ äâîéíûå êâàäðàòíûå

ñêîáêè.

Íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, âîçíèêàþùèå â óïðóãîì òåëå

íà íåêîòîðîé ýëåìåíòàðíîé ïëîùàäêå ñ íîðìàëüþ n, òàêæå ìîãóò ïðåäñòàâ-

ëÿòüñÿ â âåêòîðíîé �îðìå êàê τn = {τn1, τn2, τn3} (τn i = σijnj).

Ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ çàâèñèìîñòü îò âðå-

ìåíè èìååò âèä cos(θ(x)− ωt), ãäå ω = 2πf � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà óñòàíî-

âèâøèõñÿ êîëåáàíèé, f � ðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà, θ(x) � ñäâèã �àçû. Â òàêîì

ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïåðåéòè ê êîìïëåêñíîé �îðìå çàïèñè âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé u:

u(x, t) = Re[v(x, ω)e−iωt].

ãäå v(x, t) � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ àìïëèòóäà ïåðåìåùåíèé u. Ñ ïîìîùüþ

êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä è âðåìåííîãî ìíîæèòåëÿ e−iωt
çàïèñûâàþòñÿ òàê-

æå è êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ σij è äå�îðìàöèè εij, êîòîðûå õà-

ðàêòåðèçóþò ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ñðåäû. Âñå ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä

äàííûìè âåëè÷èíàìè ñâîäÿòñÿ ê îïåðàöèÿì íàä èõ êîìïëåêñíûìè àìïëè-

òóäàìè. Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà òåì, ÷òî îäíîâðåìåííî îïèñûâàåò àìïëèòóäó
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è ñäâèã �àç è ïðè ýòîì ïîçâîëÿåò óéòè îò âðåìåííîé çàâèñèìîñòè, ÷òî çíà-

÷èòåëüíî óïðîùàåò çàïèñü âûðàæåíèé. Â äàëüíåéøåì, ïîä u, σij, εij è ò.ä.

ïîíèìàþòñÿ êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé â

óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ îáú¼ìíûõ ñèë ïåðåìåùåíèÿ, äå�îðìàöèÿ è íàïðÿæå-

íèÿ ñâÿçàíû óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

σij,j + ρω2ui = 0, i, j = 1, 2, 3, (1.9)

ñîîòíîøåíèÿìè îáîáùåííîãî çàêîíà �óêà

σij = Cijklεkl, i, j, k, l = 1, 2, 3 (1.10)

è ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè Êîøè

2εij = ui,j + uj,i, i, j = 1, 2, 3. (1.11)

Çäåñü â òåíçîðíîé çàïèñè äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå ui,j =
∂ui

∂xj
.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.9) ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì Íàâüå-Ëÿìå îòíî-

ñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé u:

Lu+ ρω2u = 0. (1.12)

Â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ëÿìå èìååò âèä:

Lu ≡ 1

2
(Cijmn(um,nj + un,mj)).

Â èçîòðîïíîì ñëó÷àå, êîãäà óïðóãèå ñâîéñòâà òåëà îäèíàêîâû âî âñåõ

íàïðàâëåíèÿõ, çàêîí �óêà èìååò âèä

σij = λθδij + 2µεij, (1.13)

ãäå θ = ε11 + ε22 + ε33, δ =





1, i = j,

0, i 6= j,
� ñèìâîë Êðîíåêåðà. λ, µ �

óïðóãèå ìîäóëè (êîíñòàíòû Ëÿìå), à îïåðàòîð L â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ
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(1.9) ïðèíèìàåò âèä:

Lu ≡ (λ+ 2µ)∇divu+ µ∆u.

Íà ïðàêòèêå íåðåäêî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ìîæíî îãðàíè-

÷èòüñÿ òîëüêî äâóìåðíîé �îðìóëèðîâêîé (ïëîñêîå äå�îðìèðîâàííîå ñî-

ñòîÿíèå). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãåîìåòðèÿ òåëà è âåêòîð ïå-

ðåìåùåíèÿ u(x) íå çàâèñÿò îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ïóñòü ýòî áóäåò êîîðäèíàòà x2 (èëè y â òðàäèöèîííûõ îáî-

çíà÷åíèÿõ), òîãäà u(x) = {u1(x), 0, u3(x)} è x = {x1, x2}. Òàêæå â ðàáîòå
ðàññìàòðèâàþòñÿ àíòèïëîñêèå óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,

êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì �åëüìãîëüöà îòíîñèòåëüíî âòîðîé êîì-

ïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé uy:

µ∇2uy(x) + ρω2uy(x) = 0. (1.14)

Â äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé

íèæíèé èíäåêñ ó êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé uy îïóñêàåòñÿ, à â ñëó-

÷àå ïëîñêèõ êîëåáàíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äâóìåðíàÿ �îðìóëèðîâêà è

âåêòîð ïåðåìåùåíèé áóäåò çàïèñûâàòüñÿ êàê

u(x1, x2) = {u1(x1, x2), u2(x1, x2)}.

Óðàâíåíèÿ (1.9) è (1.14) ïðåäïîëàãàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â ëþáîé òî÷-

êå òåëà (ñèëüíàÿ ïîñòàíîâêà). Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäîâ âçâåøåííûõ íåâÿçîê,

ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ÌÊÝ ÂÏÒ, çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè êîý��èöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-

íîñòè íåâÿçêè è òåñòîâûõ �óíêöèé [61, 67, 106℄. Äëÿ çàïèñè âàðèàöèîííîé

�îðìóëèðîâêè â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ ïðîåêöèè íåâÿçêè ââîäÿòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâà ïðîáíûõ

U = {u|u ∈ W 2
2 (V ), u(x) = u0(x), x ∈ ∂V }
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è òåñòîâûõ �óíêöèé

Y = {v|v ∈ L2(V ), v(x) = 0, x ∈ ∂V },

ãäå L2(V ) � ïðîñòðàíñòâî Ëåáåãà, à W 2
2 (V ) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà. Âû-

áîð òåñòîâûõ �óíêöèé çàâèñèò, êðîìå ïðî÷åãî, îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â

ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ èñõîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà òåñòî-

âûå �óíêöèè vi ∈ Y , ñòðîèòñÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé è äàëåå

ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé îáëàñòè. Ïðèìåíÿÿ ïåðâóþ �îðìóëó

�ðèíà, âàðèàöèîííûå �îðìóëèðîâêè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.9) è óðàâíå-

íèÿ �åëüìãîëüöà (1.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñîîòâåòñòâåííî â òàê íàçûâàåìîé

ñëàáîé ïîñòàíîâêå:

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

S

σij(x)vi(x)njdℓ−
2∑

i=1

2∑

j=1

∫

V

σij(x)
∂vi(x)

∂xj

dV+

+ ρω2
3∑

i=1

∫

V

ui(x)vi(x)dV = 0, (1.15)

µ

∫

V

∇u(x)∇v(x)dV − µ

∮

S

v(x)
∂u(x)

∂n
dℓ− ρω2

∫

V

u(x)v(x)dV = 0. (1.16)

Ïðè ýòîì óæå U ⊂ W 1
2 (V ) è Y ⊂ W 1

2 (V ). Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà èñõîäíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñîäåðæèò òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå. Êðîìå

òîãî, íåêîòîðûå ìåòîäû âçâåøåííûõ íåâÿçîê, íàïðèìåð, ìåòîä ñïåêòðàëü-

íûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òðåáóþò ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Äàëåå ïðî-

âîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé (1.15) è (1.16). Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ êî-

íå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî UN ⊂ U è ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uN ∈ UN

ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó uk, k = 1, . . . , N :

u(x) ≈ uN(x) =
N∑

k=1

akuk(x).
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Ïðîñòðàíñòâî òåñòîâûõ �óíêöèé Y ìîæåò áûòü óìåíüøåíî äî êîíå÷íî-

ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Y N ⊂ Y ñ áàçèñîì vk, k = 1, . . . , N . Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ak âûïèñûâàåòñÿ ñèñòå-

ìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì

Ïåòðîâà��àë¼ðêèíà, èëè çà÷àñòóþ ïðîñòî ìåòîäîì �àë¼ðêèíà [61℄. Åñëè áà-

çèñû uk è vk ñîâïàäàþò, òî òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà Ïåòðîâà��àë¼ðêèíà

íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Áóáíîâà��àë¼ðêèíà.

�1.2. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ è

�îíîííûõ êðèñòàëëîâ

Â äàííîì äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî

ðàññìîòðåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëàõ. �åøåíèå

çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè äëÿ âîëíîâîäîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèì èçìåíåíèåì

ñòðóêòóðû, êîòîðûìè è ÿâëÿþòñÿ óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû, òðåáóåò ïðèìå-

íåíèÿ òåîðèè Ôëîêå-Ëÿïóíîâà è ðàññìîòðåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé [104,107℄, êîòîðûå è ïðèâîäÿòñÿ â äàííîì ðàçäåëå.

Â êà÷åñòâå ñàìîãî ïðîñòîãî òèïà ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñíà÷àëà

ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîèñòûé �îíîííûé êðèñòàëë èëè óïðóãèé ìåòàìàòåðè-

àë â âèäå ïàêåòà ñëîåâ êîíå÷íîé òîëùèíû, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìÿ

èçîòðîïíûìè óïðóãèìè ïîëóïëîñêîñòÿìè (ðèñ. 1.1). Òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

ñòðóêòóðà ñîñòîèò èç M óïðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê òîëùèíîé H ñîñòîÿ-

ùèõ èç L ïîäñëîåâ. Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñìûñë ââåñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò

x = (x1, x2) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íèæíÿÿ ãðàíèöà ïàêåòà áûë ïàðàëëåëü-

íà îñè Ox2. Ñëîè êîíå÷íîé òîëùèíû hn = zn − zn−1 çàíèìàþò îáëàñòè

V (n) = {|x2| ≤ ∞, zn−1 ≤ x1 ≤ zn}, à äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà ({x1 ≤ 0}) è
({x1 ≥ MH}) îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî V (0)

è V (ML+1)
.

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñëîåâ x1 = zk çàäàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè
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q

O

VV V V10 L A11 LV V ML+1

1-ая ячейка M-ая ячейка

. . .... ...

h

H

1 hL

x1

x2

�èñóíîê 1.1� Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà â âèäå ïàêåòà ñëîåâ, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó

äâóìÿ èçîòðîïíûìè óïðóãèìè ïîëóïëîñêîñòÿìè

ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

[[ui(x)]] = 0, x1 = zk, i = 1, 2, (1.17)

[[σi1(x)]] = 0, x1 = zk, i = 1, 2. (1.18)

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïàêåòà ñëîåâ ñ äâóõñëîéíîé

ÿ÷åéêîé, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1.2, äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêèõ âîëí Ôëîêå-

Áëîõà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïîä óãëîì θ ê îñè Ox1, ââîäèòñÿ âîëíîâîå ÷èñ-

ëî ζ è çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

ui(x1, d) = ui(x1, 0)e
−iζ cos θd, 0 ≤ x1 ≤ H, (1.19)

ui(H, x2) = ui(0, x2)e
−iζ sin θH , 0 ≤ x2 ≤ d, (1.20)

σi2(x1, d) = σi2(x1, 0)e
−iζ cos θd, 0 ≤ x1 ≤ H, (1.21)

σi1(H, x2) = σi1(0, x2)e
−iζ sin θH , 0 ≤ x2 ≤ d. (1.22)

Â ñëó÷àå âîëíîâîäíûõ ñòðóêòóð ñ ïåðèîäè÷åñêîé îðãàíèçàöèåé, òî

åñòü ñ áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê, â ðàìêàõ òåîðèè Ôëîêå-Ëÿïóíîâà

24



H

h1

x1

x 2

h2

V1

S1

SrSl

S3

V2

d

�èñóíîê 1.2�ß÷åéêà ñëîèñòîãî �îíîííîãî êðèñòàëëà

Элементарная ячейка

x1

x2d
1

W
1

d
2

W
2

S
l

S
σ

S
c S

r

МСЭ

S
σ

H

�èñóíîê 1.3��åîìåòðèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω1

îáû÷íî çàäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé è
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íàïðÿæåíèé.

u(2)(x+L) = u(1)(x)e−iζ|L|, (1.23)

σ
(2)
ij (x+L)nj = σ

(1)
ij (x)nje

−iζ|L|. (1.24)

Äëÿ ìåòàìàòåðèàëà ñ ñîñòàâíîé ÿ÷åéêîé, ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåííî-

ãî íà ðèñ. 1.3, ó êîòîðîãî ñâîéñòâà èçìåíÿþòñÿ òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè

(L = {L = d1+ d2, 0}) ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.23)�(1.24) ïðè-
íèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

u
(2)
i (−d1, x2) = u

(1)
i (d2, x2)e

−iζL, x2 ∈ [0, H], (1.25)

σ
(2)
i1 (−d1, x2) = σ

(1)
i1 (d2, x2)e

−iζL, x2 ∈ [0, H]. (1.26)
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2. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷

�2.1. Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â óïðóãèõ

ìåòàìàòåðèàëàõ

�àñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ âîëí â ñëîèñòîì �îíîííîì êðèñòàëëå èëè

óïðóãîì ìåòàòìàòåðèàëå ìîæåò áûòü îïèñàíî êàê ñ ïîìîùüþ ïîëóàíàëèòè-

÷åñêèõ ìåòîäîâ, òàê è ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð,

ìåòîäîì ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â äàííîì ðàçäåëå îïèñûâàþò-

ñÿ äâà ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêèõ âîëí â òàêèõ

ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóðàõ ñ êîíå÷íûì è áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê.

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è î �îð-

ìèðîâàíèè çàïðåùåííûõ çîí è ñâÿçàííûõ ñ íèìè âîïðîñîâ î âçàèìîñâÿçè

ìåæäó ÷àñòîòîé ω è âîëíîâûì ÷èñëîì ζ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïå-

ðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå.

�2.1.1. Ìåòîä ìàòðèö ïåðåíîñà

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

B2

d2

dx2
1

U = B1

d

dx1
U +B0U , (2.1)

ãäå ìàòðèöû B0,B1,B2 äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ èìåþò ÿâíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå [56, 108℄. Äàëåå (2.1) ìîæíî ñâåñòè ê ñèñòåìå

d

dx1
Y = PY (2.2)

îòíîñèòåëüíî

Y = {u1, u2,
du1

dx1
,
du2

dx1
}

ïóòåì äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãäå P ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

P =


 O2 I2

B
−1
2 B0 B

−1
2 B1




(2.3)
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Ìàòðèöû O2 è I2 � íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ ìàòðèöû ðàçìåðà 2 × 2 ñîîòâåò-

ñòâåííî.

�åøåíèå ñèñòåìû (2.2) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó M̃, ñîñòàâëåííóþ

èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ P, è äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

E(x1) = exp{diag({γ1, ..., γ4}x1)},

ãäå γi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû P:

U = M̃E(x1)c (2.4)

Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì ïåðåìåùåíèé U è âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ V =

{u1, u2, σ12, σ22} îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðèöû S [109℄:

V (x1) = SU(x1) (2.5)

Åñëè ïîëîæèòü M = SM̃, òî ïîëó÷èì ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ñî-

ñòîÿíèÿ:

V (x1) = ME(x1)c (2.6)

Ìàòðèöà ïåðåíîñà ñ ãðàíèöû x0 ïî îïðåäåëåíèþ âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

V (h0 + x0) = TV (x0) (2.7)

Çäåñü h0 � òîëùèíà ÿ÷åéêè. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùèå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì

ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ïåðåíîñà äëÿ ñëîÿ:

T(h0) = ME(h0)M
−1

(2.8)

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ìàòðèöó ïåðåíîñà äëÿ ïàêåòà ñëî¼â êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïåðå-

íîñà âñåõ ïîäñëî¼â, âõîäÿùèõ â ñòðóêòóðó ïàêåòà. Äëÿ îäíîé ÿ÷åéêè ìàò-

ðèöà ïåðåíîñà Tcell âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tcell(κ, θ, ω) =
1∏

i=M

Ti(hi) (2.9)
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Â òàêîì ñëó÷àå, ìîæíî ïîëó÷èòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå

îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí Ôëîêå-Áëîõà ñ âîëíîâûì ÷èñëîì ζ, êî-

òîðûå ðàñïðîñòðàíÿòñÿ â ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì

ÿ÷ååê [103℄.

det
(
Tcell(ζ, θ, ω)− eiζ cos θdE

)
= 0.

�2.1.2. Ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ îáëàñòè V = V1 ∪ V2 èç ðèñ. 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ ïîñòà-

íîâêà (1.15) óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.9) âìåñòå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè

(1.19)�(1.22).

Â ðàìêàõ ÌÊÝ ÂÏÒ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé, â îòëè÷èå îò êëàññè-

÷åñêîãî ÌÊÝ, ãäå èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû ïåðâîãî èëè âòîðîãî, ðåæå òðå-

òüåãî ïîðÿäêîâ, èç-çà âîçðàñòàíèÿ îñöèëëÿöèé ó ãðàíèö êîíå÷íîãî ýëåìåí-

òà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ áîëüøåé ñòåïåíè [110℄. Ïðè ýòîì â êà÷å-

ñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ �óíêöèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ

ñïåêòðàëüíîé (ýêñïîíåíöèàëüíîé) ñõîäèìîñòè ðåøåíèÿ [73℄, è òåì ñàìûì

ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû äëÿ îïòèìèçàöèè âû-

÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé äëÿ àïïðîêñèìà-

öèè uk(x) èñïîëüçóþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà C ik(ξlkk ),

íà óçëàõ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî χj [61,67,69,111�113℄. Äëÿ ïðÿìîóãîëü-

íîé îáëàñòè V1 ∪ V2 ïðîèçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû

(íà M1 ïî îñè x1 è íà M2 ïî îñè x2):

V =

M1⋃

l1=1

[xl1
1 , x

l1+1
1 ]×

M2⋃

l2=1

[xl2
2 , x

l2+1
2 ].
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Ïðè ýòîì ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xk ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé

êîîðäèíàò ξlkk íà êàæäîì ýëåìåíòå lk ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

ξlkk =
2xi − xlk+1

k − xlk
k

xlk+1
k − xlk

k

, xi =
xlk+1
k − xlk

k

2
ξlkk +

xlk+1
k + xlk

k

2
,

d

dxk

= Slk
d

dξlkk
, Slk =

2

xlk+1
k − xlk

k

, k = 1, 2.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

uk(x1, x2) =

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

yl1l2i1i2k C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ) =

=

2G∑

I1=1

yI1C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ), (2.10)

ãäå �óíêöèÿ

I(k, l1, l2, i1, i2) = (i1 − 1)(M2N + 1) + (M2N + 1)N(l1 − 1) +N(l2 − 1) + i2

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçëîâ, à âåëè÷èíà G = (M1N+1)(M2N+1) �

ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè V . Â óçëàõ �àóññà�

Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî χj çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñîâïàäàþò

ñ äåëüòà-ñèìâîëîì Êðîíåêåðà

C i(χj) = δij,

à çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè [112℄ è îáîçíà÷àþòñÿ

dC i(χj)

dξ
= Di

j .

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (1.15) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîåêöèîííûé ìå-

òîä Áóáíîâà��àë¼ðêèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó òåñòîâûå �óíêöèè vk
′

i (x) âûáè-

ðàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè:

vk
′

i (x) = δk′iC
i′1

(
ξ
l′1
1

)
C i′2

(
ξ
l′2
2

)
.

30



Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè íåîáõîäèìî íà òåñòîâûå �óíê-

öèè íàëîæèòü óñëîâèÿ

vk
′

i (x1, d) = vk
′

i (x1, 0)e
−iζ cos θd, 0 ≤ x1 ≤ H,

vk
′

i (H, x2) = vk
′

i (0, x2)e
−iζ sin θH , 0 ≤ x2 ≤ d,

â êîòîðûõ îòðàæàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò âîëíîâîãî ÷èñëà âîëí Ôëîêå-Áëîõà

ζ. Â äàëüíåéøåì äëÿ íóìåðàöèè òåñòîâûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ

I
′

(k, l
′

1, l
′

2, i
′

1, i
′

2) òàêèì æå îáðàçîì, êàê è èíäåêñ I(k, l1, l2, i1, i2).

Èíòåãðàëû â (1.15) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé �îðìóëû

Ëîáàòòî [69℄ íà óçëàõ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî χk:

∫ 1

−1

f(x)dx ≈
N+1∑

k=1

wkf(χk),

òî÷íîé äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ñòåïåíè íå âûøå 2N−1, ñîâïàäàþùåé ñ �îð-

ìóëîé òðàïåöèé ïðè N = 1, à ïðè N = 2 � ñ �îðìóëîé Ñèìïñîíà.

Ïðè ïîäñòàíîâêå ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Ôëîêå (1.21) è

(1.22) êîíòóðíûé èíòåãðàë â (1.15) ðàâåí íóëþ:

2∑

i=1

2∑

j=1

∮

∂V

σij(x)v
k′∗
i (x)nj(x)dℓ =

=

2∑

i=1

H∫

0

vk
′∗

i (x1, 0)
(
−σi2(x1, 0) + eiζ cos θdσi2(x1, d)

)
dx1+

+
2∑

i=1

d∫

0

vk
′∗

i (0, x2)
(
−σi1(0, x2) + eiζ sin θHσi1(H, x2)

)
dx2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèëîæåíèè íåêîòîðîé çàäàííîé ïîâåðõíîñòíîé

íàãðóçêè ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé (êîìïîíåíòû f I ′
â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàþò ýòó íàãðóçêó):

2G∑

I=1

(
AI ′I − ω2MI ′I

)
yI = f I ′. (2.11)

31



Ìàòðèöû AI ′I , MI ′I â ñèñòåìå (2.11) âû÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî. Âêëàä

èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ìàññ

MI ′I = − ρ

Sl1Sl2
δl′1l1δl′2l2δkk′wi1δi′1i1wi2δi′2i2

è ìàòðèöó æåñòêîñòè

AI ′I = δl′1l1δl′2l2

(
− Sl1

Sl2
wi2δi′2i2Ck′1k1

N+1∑

n=1

wnD
i′1
nD

i1
n − Sl2

Sl1
wi1δi1i′1Ck′2k2×

×
N+1∑

r=1

wnD
i′2
nD

i2
n −

(
Ck′1k2D

i′1
i1
Di2

i′2
wi1wi′2

+ Ck′2k1D
i1
i′1
D

i′2
i2
wi′1

wi2

))
.

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.19)�(1.20)

ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöà R:

y = Rŷ, y = {yIi , yIb , yIt , yIl , yIr}T , ŷ = {yIi , yIb , yIl }T , (2.12)

RIĨ =




E 0 0

0 E 0

0 e−iζ cos θd
E 0

0 0 E

0 0 e−iζ sin θH
E




, (2.13)

ãäå óçëû yIi ñîîòâåòñòâóþò óçëàì âíóòðè îáëàñòè V , óçëû yIb ñîîòâåòñòâóþò

óçëàì íà íèæíåé ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå S1, óçëû yIt ñîîòâåòñòâóþò óç-

ëàì íà âåðõíåé ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå S3, óçëû yIl ñîîòâåòñòâóþò óçëàì íà

ëåâîé ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå Sl, óçëû yIr ñîîòâåòñòâóþò óçëàì íà ïðàâîé

ïåðèîäè÷åñêîé ãðàíèöå Sr, à Ĩ � èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçîâ çà èñ-

êëþ÷åíèåì òåõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþò yIt è yIr . Àíàëîãè÷íî óäîâëåòâîðÿþòñÿ

ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.25) äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ èç-

ìåíåíèåì ñâîéñòâ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Òîãäà ñèñòåìà (2.11) çàïèøåòñÿ â

ýêâèâàëåíòíîé �îðìå îòíîñèòåëüíî ŷ:
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(
Â(ζ)− ω2

M̂(ζ)
)
ŷ = f ,

Â(ζ) = R
∗(ζ)AR(ζ),

M̂(ζ) = R
∗(ζ)MR(ζ).

(2.14)

Ó÷èòûâàÿ (2.14), ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñâÿ-

çûâàþùåå âîëíîâîå ÷èñëî ζ è ÷àñòîòó ω:

det (B(ζ)− λnE) = 0,

B(ζ) = M̂
−1(ζ)Â(ζ), ωn =

√
λn.

�2.2. Ìîäåëèðîâàíèå àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé ñòðóêòóð ñ

ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì

�2.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ àíòèïëîñêèå óñòàíîâèâøèåñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2. Ïðè ýòîì îáëàñòü

Ω2 = {0 ≤ x1 ≤ d2, h3 ≤ x2 ≤ h3 + h2} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîòÿæåííóþ

ñòðóêòóðó çàäàííîé òîëùèíû h2, à Ω1 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé �îðìû è

èìååò îáùóþ ãðàíèöó Sc ñ îáëàñòüþ Ω2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè

óïðóãîñòè �îðìóëèðóåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = {x1, x2}.
Óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â àíòèïëîñêîì ñëó÷àå äëÿ êàæ-

äîé èç îáëàñòåé Ωp, p = 1, 2 îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè �åëüìãîëüöà (1.14)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé u(p)(x).

Âíåøíÿÿ ãðàíèöà S = ∂Ω îáëàñòè Ω ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé

S = S0 ∪ Su ∪ Sσ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Íà ãðàíèöå S0

çàäàåòñÿ óñëîâèå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ

u(x) = 0, x ∈ S0, (2.15)
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íà ãðàíèöå Su ïåðåìåùåíèÿ ïðèðàâíèâàþòñÿ ê çàäàííîé �óíêöèè u0(x) 6= 0

u(x) = u0(x), x ∈ Su, (2.16)

à ãðàíèöà Sσ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíîé îò íàïðÿæåíèé

µ
du(x)

dn
= 0, x ∈ Sσ. (2.17)

Ñîãëàñíî çàêîíó �óêà â àíòèïëîñêîì ñëó÷àå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû

òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò âèä:

σ13 = µ
du(x)

dx1
, σ23 = µ

du(x)

dx2
.

Íà âíóòðåííåé ãðàíèöå Sc = Ω1 ∩ Ω2 çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå-

÷èâàþùèå íåïðåðûâíîñòü âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, à òàêæå íîðìàëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé

u(1)(x) = u(2)(x), µ1
du(1)(x)

dn
= µ2

du(2)(x)

dn
, x ∈ Sc. (2.18)

x1

x2

h
2

d
1

d
2

W
2

S
0

S
σ

S
c

h
3

h
1

S
u

ПАМКЭ

МСЭ

W
1

S
0

�èñóíîê 2.1��åîìåòðèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è äëÿ àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå

ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω1

Ïðèìåð ãåîìåòðèè çàäà÷è, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì ðàçäå-

ëå, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.1. Çäåñü â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω1 áåç ïîòåðè îáùíîñòè
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ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû: Ω1 = [−d1, 0] × [0, h1 +

h2 + h3]. Â ñëó÷àå îáëàñòåé ïðîèçâîëüíûõ �îðì äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîé

ìîäè�èêàöèè â ÌÊÝ ÂÏÒ [111℄.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ãèáðèäíîé ñõåìû íåîáõîäè-

ìî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü ðåøåíèå äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé

Ω1 è Ω2, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà îáùåé ãðàíèöå

Sc ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, è ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìî-

ùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ¾ñøèâêè¿ äâóõ ðåøåíèé

íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ïå-

ðåìåùåíèé:

u(1)(x) = u(2)(x) = q(x), x ∈ Sc. (2.19)

�2.2.2. Ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ îáëàñòè Ω1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà (1.16) äëÿ óðàâ-

íåíèÿ �åëüìãîëüöà (1.14) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.15)�(2.17) íà

òåõ ãðàíèöàõ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê Ω1, è óñëîâèåì (2.19), ãäå �óíêöèÿ ïå-

ðåìåùåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé.

Â ðàìêàõ ÌÊÝ ÂÏÒ äëÿ àïïðîêñèìàöèè u(1)(x) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ

�óíêöèé èñïîëüçóþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà C ik(ξlkk ),

íà óçëàõ �àóññà�Ëåæàíäðà�Ëîáàòòî. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω1, ïðî-

èçâîäèòñÿ ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû (íà M1 ïî îñè x1 è íà

M2 = M1
2 +M2

2 +M3
2 ïî îñè x2):

Ω1 =

M1⋃

l1=1

[xl1
1 , x

l1+1
1 ]×

M2⋃

l2=1

[xl2
2 , x

l2+1
2 ].

Ïðè ýòîì ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xk ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé ñèñòåìîé

êîîðäèíàò ξlkk íà êàæäîì ýëåìåíòå lk ñîîòíîøåíèÿìè âèäà

ξlkk =
2xi − xlk+1

k − xlk
k

xlk+1
k − xlk

k

, xi =
xlk+1
k − xlk

k

2
ξlkk +

xlk+1
k + xlk

k

2
,

35



d

dxk

= Slk
d

dξlkk
, Slk =

2

xlk+1
k − xlk

k

, k = 1, 2.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.14) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

u(1)(x1, x2) =

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

yl1l2i1i2C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ) =

=

G1∑

I1=1

yI1C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ), (2.20)

ãäå �óíêöèÿ

I1(l1, l2, i1, i2) = (i1 − 1)(M2N + 1) + (M2N + 1)N(l1 − 1) +N(l2 − 1) + i2

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçëîâ, à âåëè÷èíà G1 = (M1N +1)(M2N +1)

� ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Ω1.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (1.16) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîåêöèîííûé ìå-

òîä Áóáíîâà��àë¼ðêèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó òåñòîâûå �óíêöèè v(1)(x) âûáè-

ðàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè, ðàâíûìè íóëþ íà ãðàíèöå

S0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.15):

v(1)(x1, x2) = C i
′

1(ξ
l
′

1

1 )C
i
′

2(ξ
l
′

2

2 ), (2.21)

v(1)(x) = 0, x ∈ S0. (2.22)

Ïîè íóìåðàöèè òåñòîâûõ �óíêöèé â äàëüíåéøåì äëÿ áîëüøåãî óäîáñòâà

èñïîëüçóåòñÿ èíäåêñ I
′

1(l
′

1, l
′

2, i
′

1, i
′

2) òàêèì æå îáðàçîì, êàê è ââåäåííûé âûøå

èíäåêñ I1(l1, l2, i1, i2).

Ïîäñòàâëÿÿ (2.20) è (2.21) â (1.16), à òàêæå ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (2.22),

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

G1∑

I1=1

AI
′

1I1
yI1 = tI

′

1,
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ãäå

AI
′

1I1
= δl1l

′

1
δl2l

′

2

(
µ1

Sl1

Sl2
wi2

δi2i
′

2

N+1∑

k=1

wkD
i1
k D

i
′

1

k + µ1

Sl2

Sl1
wi1

δi1i
′

1

N+1∑

r=1

wrD
i2
r D

i
′

2
r −

− ρω2 1

Sl1Sl2
wi1

δi1i
′

1
wi2

δi2i
′

2

)
(2.23)

è tI
′

1
âåêòîð ñòîëáåö, ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ,

÷òî ñîîòâåòñòâóþò óçëàì íà ãðàíèöå Sc

tI
′

1 =





q(x2), l
′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, èíà÷å.

Ïðè ýòîì óñëîâèå (2.17) äàåò íóëåâîé âêëàä êîíòóðíîãî èíòåãðàëà â (1.16),

à äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.15) íåîáõîäèìî èçìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå

ñòðîêè ìàòðèöû

AI
′

1(l
′

1,1,i
′

1,1)I1
= 0, AI

′

1(l
′

1,1,i
′

1,1)I
′

1(l
′

1,1,i
′

1,1)
= 1,

AI
′

1(1,l
′

2,1,i
′

2)I1
= 0, AI

′

1(1,l
′

2,1,i
′

2)I
′

1(1,l
′

2,1,i
′

2)
= 1.

�2.2.3. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ îáëàñòè Ω2 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ ïîñòà-

íîâêà (1.16) óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà (1.14) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(2.15)�(2.17) íà òåõ ãðàíèöàõ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê Ω2, è óñëîâèåì (2.19).

Ïðè ýòîì ê (1.14), ñîãëàñíî ÏÀÌÊÝ, ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî x1 ñ ïàðàìåòðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ α. Òîãäà óðàâ-

íåíèå (1.16) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

µ2

∫ h2+h3

h3

∂U(α, x2)

∂x2

∂v(2)(x2)

∂x2
dx2 − µ2v

(2)(x2)
∂U(α, x2)

∂x2

∣∣∣∣
h2+h3

h3

+

+(µ2α
2 − ρω2)

∫ h2+h3

h3

U(α, x2)v
(2)(x2)dx2 = 0

(2.24)
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îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ïåðåìåùåíèé:

U(α, x2) = Fx1
[u2(x1, x2)] =

∫ +∞

−∞
u2(x1, x2)e

iαx1
dx1.

Èìåÿ â âèäó äàëüíåéøóþ ðåàëèçàöèþ ãèáðèäíîé ñõåìû, öåëåñîîáðàçíî ðàñ-

êëàäûâàòü Ôóðüå-ñèìâîë U(α, x2) è âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ q(x2) ïî

îäíèì è òåì æå áàçèñíûì �óíêöèÿì, ò.å.

U(α, x2) =

M2
2∑

l=1

N+1∑

i=1

βl
i(α)C

i(ξl) =

G2∑

I2=1

βI2(α)C i(ξl), (2.25)

q(x2) =

M2
2∑

r=1

N+1∑

j=1

γr
jC

j(ξr) =

G2∑

I2=1

γI2Cj(ξr), (2.26)

ãäå I2(l, i) = N(l − 1) + i � îäíîìåðíàÿ �óíêöèÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçëîâ

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíîâîäà, à âåëè÷èíà G2 = M2
2N + 1 � ýòî îáùåå

êîëè÷åñòâî óçëîâ.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (2.24) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîåêöèîííûé ìå-

òîä Áóáíîâà��àë¼ðêèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó òåñòîâûå �óíêöèè v(2)(x) âû-

áèðàþòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ãðà-

íè÷íîìó óñëîâèþ (2.15)

v(2)(x2) = C i
′

(ξl
′

), (2.27)

v(2)(x) = 0, x ∈ S0. (2.28)

Â äàëüíåéøåì èíäåêñ I
′

2(l
′

, i
′

) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íóìåðàöèè òåñòîâûõ �óíê-

öèé òàêèì æå îáðàçîì, êàê è èíäåêñ I2(l, i).

Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (2.25) è (2.27) â (2.24), à òàêæå èñïîëüçóÿ

óñëîâèÿ (2.17) è (2.28), ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû ω:

det(A(ω)− α2M) = 0 ⇔ det(B(ω)− λnE) = 0, (2.29)

ãäå

B(ω) = M−1
A(ω),
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αn = ±
√
λn,

à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

AI
′

2I2
(ω) = δll′

(
µ2S

l

N+1∑

n=1

ωnD
i
nD

i
′

n − ρω2 1

Sl
ω
i
′δii′

)
,

MI
′

2I2
= −µ2

1

Sl
ω
i
′δll′δii′ .

Ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2.29) ñîáñòâåííûå ÷èñëà α è ñîáñòâåííûå

âåêòîðà β èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðîòÿæåííîì âîëíîâîäå

Ω2:

u(2)(x1, x2) =
2∑

m=1

G2∑

n=1

cmn U(αm
n , x2, β

nm)e(−1)mi
√
λn(x

m
1 −x1) =

=

2G2∑

Ĩ2=1

cĨ2U(αĨ2, x2, β
Ĩ2)e(−1)mi

√
λn(x

m
1 −x1), x1

1 = 0, x2
1 = d2,

(2.30)

ãäå Ĩ2(m, n) = G2(m−1)+n. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ãèáðèä-

íîé ñõåìû, ïî ñóòè, óæå äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.30), òàê êàê íåèçâåñò-

íûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîäñòàíîâ-

êîé â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ âîëíîâîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêöè-

îííûõ ìåòîäîâ.

�2.3. Ìîäåëèðîâàíèå ïëîñêèõ êîëåáàíèé ñòðóêòóð ñ

ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì

�2.3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå óñòàíîâèâøèåñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2. Ïðè ýòîì îáëàñòü Ω2 = {0 ≤ x1 ≤ d2, h3 ≤
x2 ≤ h3 + h2} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîòÿæåííûé âîëíîâîä çàäàííîé òîë-

ùèíû h2, à îáëàñòü Ω1 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé �îðìû è èìååò îáùóþ
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ãðàíèöó Sc ñ îáëàñòüþ Ω2. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè �îð-

ìóëèðóåòñÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x = {x1, x2}. Óñòàíîâèâøèåñÿ
ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ïëîñêîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîé èç îáëàñòåé Ωp,

p = 1, 2 îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (1.9) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùå-

íèé u
(p)
i (x), i = 1, 2.

Çàäà÷à ïåðâîãî òèïà. Âíåøíÿÿ ãðàíèöà S = ∂Ω îáëàñòè Ω ðàçáèâà-

åòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé S = S0∪Su∪Sσ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé. Íà ãðàíèöå S0 çàäàåòñÿ óñëîâèå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ

u1(x) = u2(x) = 0, x ∈ S0, (2.31)

íà ãðàíèöå Su ïåðåìåùåíèÿ ïðèðàâíèâàþòñÿ ê êîíñòàíòå u0 6= 0

u1(x) = u2(x) = u0, x ∈ Su, (2.32)

à ãðàíèöà Sσ ñâîáîäíà îò íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

σ(x) · n = 0, x ∈ Sσ. (2.33)

Íà âíóòðåííåé ãðàíèöå Sc = Ω1 ∩ Ω2 çàäàþòñÿ óñëîâèÿ íà íåïðåðûâíîñòü

ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

[[u(x)]] = 0, [[σ(x) · n]] = 0, x ∈ Sc, (2.34)

Ïðèìåð ãåîìåòðèè çàäà÷è ïåðâîãî òèïà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

äàííîì ðàçäåëå, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.2. Çäåñü â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω1, êàê

è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü

ïðÿìîóãîëüíîé �îðìû: Ω1 = [−d1, 0]× [0, h1+h2+h3]. Ïðè îïèñàíèè êîëå-

áàíèé îáëàñòåé ïðîèçâîëüíûõ �îðì íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñòàíäàðòíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ îòîáðàæåíèåì ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ íà

êâàäðàò [−1, 1]× [−1, 1] [111℄.

Êàê è äëÿ àíòèïëîñêîé çàäà÷è, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíè-

åì ãèáðèäíîé ñõåìû íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü ðåøåíèå äâóõ âñïî-

ìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé Ω1 è Ω2, â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ
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�èñóíîê 2.2� �åîìåòðèÿ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà äëÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå ïðÿìî-

óãîëüíîé îáëàñòè Ω1

ïåðåìåùåíèé íà îáùåé ãðàíèöå Sc ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, è ðåøåíèå

ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ ¾ñøèâêè¿ äâóõ ðåøåíèé íà âíóòðåííåé ãðàíèöå ââîäèòñÿ âñïîìî-

ãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé, íàõîæäåíèå êîòîðîé äîëæåí îáåñïå÷èòü

ãèáðèäíûé ìåòîä:

u
(1)
k (x) = u

(2)
k (x) = qk(x), x ∈ Sc. (2.35)

Çàäà÷à âòîðîãî òèïà. Âíåøíÿÿ ãðàíèöà S = ∂Ω îáëàñòè Ω ðàçáè-

âàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÷àñòåé S = Sτ ∪ Sσ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé. Íà ãðàíèöå Sτ íàïðÿæåíèÿ ïðèðàâíèâàþòñÿ ê êîíñòàíòå τ0 6= 0

σ
(2)
11 (x) = σ

(2)
21 (x) = τ0, x ∈ Sτ , (2.36)

à ãðàíèöà Sσ ñâîáîäíà îò íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, êàê â

çàäà÷å ïåðâîãî òèïà. Íà âíóòðåííåé ãðàíèöå Sc = Ω1∩Ω2 çàäàþòñÿ óñëîâèÿ

íà íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

[[u(x)]] = 0, [[σ(x) · n]] = 0, x ∈ Sc, (2.37)
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�èñóíîê 2.3� �åîìåòðèÿ çàäà÷è âòîðîãî òèïà äëÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå ïðÿìî-

óãîëüíîé îáëàñòè Ω1

Ïðèìåð ãåîìåòðèè çàäà÷è âòîðîãî òèïà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â

äàííîì ðàçäåëå, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.3. Êàê è äëÿ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà, äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ãèáðèäíîé ñõåìû íåîáõîäèìî ñíà÷àëà

ðàññìîòðåòü ðåøåíèå äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé Ω1 è Ω2,

â êîòîðûõ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé íà îáùåé ãðàíèöå Sc ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ èçâåñòíîé, è ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ

ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ¾ñøèâêè¿ äâóõ ðåøåíèé íà âíóòðåí-

íåé ãðàíèöå ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé, íàõîæäåíèå

êîòîðîé äîëæåí îáåñïå÷èòü ãèáðèäíûé ìåòîä:

σ
(1)
k1 (x) = σ

(2)
k1 (x) = qk(x), x ∈ Sc. (2.38)

�2.3.2. Ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ îáëàñòè Ω1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà (1.15) óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ (1.9) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.31)�(2.33) íà òåõ ãðàíè-

öàõ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê Ω1, è óñëîâèåì (2.35), ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñò-
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íîé âåêòîð-�óíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðåìåùåíèé èëè íàïðÿæåíèé, äëÿ

çàäà÷è ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàìêàõ ÌÊÝ ÂÏÒ äëÿ àïïðîêñèìàöèè u
(1)
i (x) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ

�óíêöèé èñïîëüçóþòñÿ òàêèå æå èíòåðïîëÿöèîííûå ïîëèíîìû, êàê è â ñëó-

÷àå àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω1, ïðîèçâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàçáèåíèå íà ïðÿìîóãîëüíûå ýëåìåíòû (íàM1 ïî îñè

x1 è íà M2 = M1
2 +M2

2 +M3
2 ïî îñè x2):

Ω1 =

M1⋃

l1=1

[xl1
1 , x

l1+1
1 ]×

M2⋃

l2=1

[xl2
2 , x

l2+1
2 ].

Ïðè ýòîì ãëîáàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò xk òàêæå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ëîêàëüíîé

ñèñòåìîé êîîðäèíàò ξlkk íà êàæäîì ýëåìåíòå lk ñîîòíîøåíèÿìè âèäà:

ξlkk =
2xi − xlk+1

k − xlk
k

xlk+1
k − xlk

k

, xi =
xlk+1
k − xlk

k

2
ξlkk +

xlk+1
k + xlk

k

2
,

d

dxk

= Slk
d

dξlkk
, Slk =

2

xlk+1
k − xlk

k

, k = 1, 2.

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

u
(1)
k (x) =

M1∑

l1=1

M2∑

l2=1

N+1∑

i1=1

N+1∑

i2=1

yl1l2i1i2k C i1(ξl11 )C
i2(ξl22 ) =

=

G1∑

I1=1

yI1k C
i1(ξl11 )C

i2(ξl22 ), k = 1, 2, (2.39)

ãäå �óíêöèÿ

I1(k, l1, l2, i1, i2) = (k−1)G1+(i1−1)(M2N+1)+(M2N+1)N(l1−1)+N(l2−1)+i2

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçëîâ, à âåëè÷èíàG1 = (M1N+1)(M2N+1)�

ýòî îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (1.15) ïðèìåíÿåòñÿ ïðîåêöèîííûé ìå-

òîä Áóáíîâà��àë¼ðêèíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó òåñòîâûå �óíêöèè v
(1)

k
′

i
(x) áå-

ðóòñÿ ñîâïàäàþùèìè ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè

v
(1)

k
′

i
(x1, x2) = δk′iC

i
′

1(ξ
l
′

1
1 )C

i
′

2(ξ
l
′

2
2 ), (2.40)
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êîòîðûå â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.31) â çàäà÷å ïåðâîãî òèïà, íà ãðàíèöå

S0 ðàâíû íóëþ:

v
(1)

k
′

i
(x) = 0, x ∈ S0. (2.41)

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, íóìåðàöèÿ òåñòîâûõ �óíêöèé ïðîâîäèòñÿ ñ

ïîìîùüþ �óíêöèè I
′

1(k
′

, l
′

1, l
′

2, i
′

1, i
′

2) ïî àíàëîãèè ñ I1(k, l1, l2, i1, i2).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.39) è (2.40) â (1.15) è ó÷åòà óñëîâèÿ (2.41) �îð-

ìèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ):

2G1∑

I1=1

(
AI

′

1I1
− ω2MI

′

1I1

)
yI1 = tI

′

1, (2.42)

AI
′

1I1
= δl1l

′

1
δl2l

′

2

(
− C

(1)

k
′1k2

wi1
D

i
′

1

i1
wi

′

2
Di2

i
′

2

− C
(1)

k
′2k1

wi
′

1
Di1

i
′

1

wi2
D

i
′

2

i2
−

− C
(1)

k
′1k1

Sl1

Sl2
wi2

δi2i
′

2

N+1∑

k1=1

wk1
D

i1
k1
D

i
′

1

k1
− C

(1)

k
′2k2

Sl2

Sl1
wi1

δi1i
′

1

N+1∑

k2=1

wk2
D

i2
k2
D

i
′

2

k2

)
, (2.43)

MI
′

1I1
= −ρ(1)

1

Sl1Sl2
wi1

wi2
δkk′δi1i

′

1
δi2i

′

2
.

Çäåñü tI
′

1
� êîìïîíåíòû âåêòîðà ñòîëáöà, êîòîðûå ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷å-

íèåì òåõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþò óçëàì íà ãðàíèöå Sc.

Â ñëó÷àå çàäà÷è ïåðâîãî òèïà

tI
′

1 =





qk(x2), k = 1, 2, l
′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, èíà÷å.

Ïðè ýòîì óñëîâèå (2.33) ïðèâîäèò ê îòñóòñòâèþ âêëàäà â êîíòóðíûé èíòå-

ãðàë â (1.15), à äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2.31) íåîáõîäèìî, ÷òîáû òåñòîâûå

�óíêöèè òàêæå óäîâëåòâîðÿëè (2.31), ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì èçìåíå-

íèÿì â ìàòðèöàõ M è A:

MI
′

1(k
′
,1,l

′

2,1,i
′

2)I1
= 0,
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MI
′

1(k
′

,1,l
′

2,1,i
′

2)I
′

1(k
′

,1,l
′

2,1,i
′

2)
= 1,

AI
′

1(k
′
,1,l

′

2,1,i
′

2)I1
= 0,

AI
′

1I
′

1(k
′

,1,l
′

2,1,i
′

2)
= 0.

Â ñëó÷àå çàäà÷è âòîðîãî òèïà êîíòóðíûé èíòåãðàë â (1.15) äàåò âêëàä

â ïðàâóþ ÷àñòü, ò.å.

tI
′

1 =





wi′2

Sl2
qk(x2), k = 1, 2, l

′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, èíà÷å,

à ìàòðèöû M è A îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2.43) áåç íåîáõîäèìîñòè

èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì íà ãðàíèöå Sc.

�2.3.3. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ

Äëÿ îáëàñòè Ω2, ïî àíàëîãèè ñ Ω1, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ ïîñòàíîâ-

êà (1.15) äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (1.9) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

(2.31)�(2.33) íà òåõ ãðàíèöàõ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê Ω1, è óñëîâèåì (2.35),

ãäå �óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíîé. Ïðè ýòîì ê (1.9), ñî-

ãëàñíî ÏÀÌÊÝ, ïðåäâàðèòåëüíî ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå ïî x1 ñ ïàðàìåòðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ α. Òîãäà óðàâíåíèå (1.15) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê

2∑

k=1

2∑

i=1

(
− C

(2)
i2k2

h2+h3∫

h3

∂Uk(α, x2)

∂x2

∂v
(2)

k
′

i
(x2)

∂x2
dx2 − iα

(
C

(2)
i2k1 + C

(2)
i1k2

)
×

×
h2+h3∫

h3

∂Uk(α, x2)

∂x2
v
(2)

k
′
i
(x2)dx2 + C

(2)
i2k2

∂Uk(α, x2)

∂x2
v
(2)

k
′
i
(x2)

∣∣∣∣
h2+h3

h3

−

− α2C
(2)
i1k1

h2+h3∫

h3

Uk(α, x2)v
(2)

k
′
i
(x2)dx2

)
+

+ ρ(2)ω2
2∑

i=1

h2+h3∫

h3

Ui(α, x2)v
(2)

k
′

i
(x2)dx2 = 0, (2.44)
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îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ïåðåìåùåíèé:

Uk(α, x2) = Fx1

[
u
(2)
k (x1, x2)

]
=

∫ +∞

−∞
u
(2)
k (x1, x2)e

iαx1
dx1, k = 1, 2.

Ñ ó÷åòîì (1.10) ìîæíî ïåðåïèñàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.33) îòíîñèòåëüíî

Ôóðüå-ñèìâîëà Uk(α, x2):

σ
(2)
i2 (x) =

2∑

k=1

(
C

(2)
i2k1

∂u
(2)
k (x)

∂x1
+ C

(2)
i2k2

∂u
(2)
k (x)

∂x2

)
=

=
2∑

k=1

(
− iαC

(2)
i2k1Uk(α, x2) + C

(2)
i2k2

∂Uk(α, x2)

∂x2

)
= 0, x ∈ Sσ. (2.45)

Ïîäñòàâëÿÿ óñëîâèå (2.45), óðàâíåíèå (2.44) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

2∑

k=1

2∑

i=1

(
− C

(2)
i2k2

h2+h3∫

h3

∂Uk(α, x2)

∂x2

∂v
(2)

k
′

i
(x2)

∂x2
dx2+

+ iαC
(2)
i2k1

(
Uk(α, h2 + h3)v

(2)

k
′
i
(h2 + h3)− Uk(α, h3)v

(2)

k
′
i
(h3)

)
−

− iα
(
C

(2)
i2k1 + C

(2)
i1k2

) h2+h3∫

h3

∂Uk(α, x2)

∂x2
v
(2)

k
′

i
(x2)dx2−

− α2C
(2)
i1k1

h2+h3∫

h3

Uk(α, x2)v
(2)

k
′
i
(x2)dx2

)
+

+ ρ(2)ω2
2∑

i=1

h2+h3∫

h3

Ui(α, x2)v
(2)

k
′

i
(x2)dx2 = 0.

(2.46)

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü ¾ñøèâêó¿ ðåøåíèé äâóõ ïîä-

çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîé ñõåìû, Ôóðüå-ñèìâîë Uk(α, x2) è âñïîìîãàòåëü-

íóþ �óíêöèþ qk(x2) öåëåñîîáðàçíî ðàçëîæèòü ïî òåì æå ñàìûì áàçèñíûì

�óíêöèÿì:

Uk(α, x2) =

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

βls
k (α)C

s(ξl) =

G2∑

I2=1

βI2(α)Cs(ξl), k = 1, 2, (2.47)
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qk(x2) =

M2
2∑

r=1

N+1∑

j=1

γrj
k Cj(ξr) =

G2∑

I2=1

γI2Cj(ξr), k = 1, 2, (2.48)

ãäå I2(k, l, s) = (k− 1)G2+N(l− 1)+ s èñïîëüçóåòñÿ äëÿ èíäåêñàöèè óçëîâ

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè âîëíîâîäà, à âåëè÷èíà G2 = M2
2N + 1 � ýòî îáùåå

êîëè÷åñòâî óçëîâ äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Ôóðüå-ñèìâîëà Uk(α, x2) è âñïî-

ìîãàòåëüíîé �óíêöèè qk(x2).

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèÿ (2.46) ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Áóá-

íîâà��àë¼ðêèíà. Ñîãëàñíî åìó òåñòîâûå �óíêöèè v
(2)

k
′

i
(x2) áåðóòñÿ ñîâïàäà-

þùèìè ñ áàçèñíûìè �óíêöèÿìè:

v
(2)

k
′

i
(x2) = δk′iC

s
′

(ξl
′

). (2.49)

Â äàëüíåéøåì èíäåêñ I
′

2(k
′

, l
′

, s
′

) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íóìåðàöèè òåñòîâûõ

�óíêöèé òàêèì æå îáðàçîì, êàê è èíäåêñ I2(k, l, s). Ñ ó÷åòîì ïîäñòàíîâ-

êè ïðåäñòàâëåíèé (2.47) è (2.49) â (2.46), �îðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî

âåêòîðà íåèçâåñòíûõ β:

2G2∑

I2=1

(
−K0

I
′

2I2
− iαK1

I
′

2I2
− α2K2

I
′

2I2
+ ω2MI

′

2I2

)
βI2 = 0, (2.50)

ãäå

K0
I
′

2I2
= C

(2)

k
′2k2

Slδll′
N+1∑

n=1

wnD
s
nD

s
′

n ,

K1
I
′

2I2
=
(
C

(2)

k
′2k1

+ C
(2)

k
′1k2

)
δll′ws

′Ds
s
′−

− C
(2)

k
′2k1

(
δsN+1δlM2

2
δs′N+1δl′M2

2
− δs1δl1δs′1δl′1

)
,

K2
I
′

2I2
= C

(2)

k
′1k1

1

Sl

δll′wsδss′,

MI
′

2I2
= ρ(2)

1

Sl

δll′wsδss′δkk′.

Óðàâíåíèå (2.50) íå ñâîäèòñÿ íàïðÿìóþ ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ β, êàê â ñëó÷àå àíòèïëîñêèõ êîëå-

áàíèé, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà óæå îòíîñèòåëüíî
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âåêòîðà íåèçâåñòíûõ b = {β, λβ}T :
(
B− λE4G2×4G2

)
b = 0, (2.51)

B =

(
0 E2G2×2G2

(K2)−1(K0 − ω2M) (K2)−1
K

1

)
,

ãäå λ = iα, à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè. Òîãäà

âçàèìîñâÿçü ìåæäó âîëíîâûì ÷èñëîì α = −iλ è ÷àñòîòîé ω, íåîáõîäè-

ìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê âîëíîâîäà,

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî (äèñïåðñèîííîãî)

óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñòîòû ω.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà α è ñîáñòâåííûå âåêòîðà β, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ

ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2.51), ìîãóò òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ïîëåé è â ïðîòÿæåííîì âîëíîâîäå Ω2:

u
(2)
k (x1, x2) =

2∑

m=1

2G2∑

n=1

cmn Uk(α
m
n , x2, β

nm
k )eiα

m
n (xm

1 −x1) =

=

4G2∑

Ĩ2=1

cĨ2Uk(α
Ĩ2, x2, β

Ĩ2
k )e

iαĨ2(xm
1 −x1), k = 1, 2, x1

1 = 0, x2
1 = d2,

(2.52)

ãäå Ĩ2(m, n) = 2G2(m − 1) + n. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ α è ñîîòâåòñòâó-

þùèå èì âåêòîðà β íóìåðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷èñòî âåùåñòâåííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì n: |αm
n+1| ≤ |αm

n |, à ìíèìàÿ

÷àñòü êîìïëåêñíîçíà÷íûõ óâåëè÷èâàåòñÿ: |Im(αm
n+1)| ≥ |Im(αm

n )|. Ïðè ýòîì
äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

óñëîâèÿ: Im(α1
n) ≤ 0 è Im(α2

n) ≥ 0.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè ãèáðèäíîé ñõåìû, ïî ñó-

òè, óæå äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.52), òàê êàê íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ êî-

ý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïîäñòàíîâêîé â ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ íà òîðöàõ âîëíîâîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ.
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�2.4. Èíòåãðàëüíûé ïîäõîä

Îñíîâíûå èäåè èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà [100�102℄ ìîãóò áûòü îïèñàíû

íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ìîäåëüíîé çàäà÷è. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î

äåéñòâèè ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q(x), ïðèëîæåííîé â îáëàñòè Sc íà ïî-

âåðõíîñòè óïðóãîãî ìíîãîñëîéíîãî âîëíîâîäà òîëùèíîé H, èçîáðàæåííîãî

íà ðèñ. 2.4. �åøåíèå òàêîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâåðòêè ìàò-

ðèöû �ðèíà k âîëíîâîäà è �óíêöèè ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q, çàäàííîé â

îáëàñòè |x| ≤ a [47℄:

u(x) =

∫

Ω

k(x− ζ, z)q(ζ)dζ. (2.53)

Ñòîëáöàìè ìàòðèöû �ðèíà ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ, âûçâàííûå ñîñðåäîòî-

÷åííûìè ïîâåðõíîñòíûìè íàãðóçêàìè, è óäîâëåòâîðÿþùèå âñåì ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì.

H

x
2 q(x)

Sc
x
1

�èñóíîê 2.4�Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ íàãðóçêè íà ïîâåðõíîñòè ñëîÿ

Ïðèìåíÿÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê (2.53), ìîæíî ñ ó÷åòîì

ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ ñâåðòêè ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

U(α, z) = K(α, z)Q(α), (2.54)

ãäå U(α, z),K(α, z),Q(α) � ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå u,k, q ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ñîîòíîøåíèé (2.53) è (2.54) ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå :

u(x) =
1

2π

∫

Γ

K(α, z)Q(α)e−iαx
dα, (2.55)
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Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ Γ ïðîõîäèò ïî âåùåñòâåííîé îñè êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè α, îòêëîíÿÿñü â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ïðè îáõîäå âåùåñòâåí-

íûõ îñîáåííîñòåé Ôóðüå-ñèìâîëà ìàòðèöû �ðèíà K. Íàïðàâëåíèå îáõîäà

îñîáåííîñòåé âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ïðåäåëüíîãî ïîãëî-

ùåíèÿ [47℄.

Âèä èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (2.53) ïîçâîëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ

èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Êîøè è ëåììîé Æîðäàíà äëÿ òî÷åê x, íàõîäÿùèõ-

ñÿ çà ïðåäåëàìè îáëàñòè äåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q(x), äëÿ òîãî,

÷òîáû ïðîèçâåñòè çàìûêàíèå êîíòóðà â ñîîòâåòñòâèè ñ óáûâàíèåì ýêñïîíåí-

òû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â âèäå ñóïåðïîçèöèè íîðìàëüíûõ

ìîä, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âïðàâî è âëåâî îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè

|x| ≤ a.

u(x) =

∞∑

k=1

a±
k (x)e

±iζkx, |x− x0| > a, (2.56)

a±
k (z) = ∓iresK(α, z)Q(α)

∣∣∣∣
α=∓ζk

.

Ïðè ýòîì êàæäîå ñëàãàåìîå çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ðåøåíèåì ðàññìàò-

ðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ áåãóùèõ

âîëí â ìíîãîñëîéíûõ âîëíîâîäàõ, êîòîðûå çäåñü ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èí-

òåãðàëüíîãî ïîäõîäà (ÈÏ). Ïðè ýòîì ñàìè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

�îðìàìè áåãóùèõ óïðóãèõ âîëí, à ïîëþñà ζk ñîîòâåòñòâóþò èõ âîëíîâûì

÷èñëàì èëè òî÷êàì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ãäå k óêàçûâàåò íà íîìåð áåãó-

ùåé ìîäû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ðàçäåëå 2.3.3 çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

âîëíîâûõ ÷èñåë áåãóùèõ âîëí è èõ ñîáñòâåííûõ �îðì ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ

ÏÀÌÊÝ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâûõ ïîëåé, âîçíèêàþùèõ â âîëíî-

âîäå ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè q íåîáõîäèìî, âî-

ïåðâûõ, âû÷èñëèòü ýòó íàãðóçêó è, âî-âòîðûõ, âû÷èñëèòü ìàòðèöó �ðè-

íà äëÿ êîìïîçèòíîãî ìíîãîñëîéíîãî âîëíîâîäà. Ýëåìåíòû ìàòðèöû �ðè-
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íà óïðóãîãî ñëîÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â àíàëèòè÷åñêîé �îðìå äëÿ

èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ àíèçîòðîïèè, íàïðèìåð

äëÿ îðòîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ [114℄. Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ è ãðàäèåíòíûõ ñðåä

ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííî óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà êîìïîíåíò ìàòðèöû

�ðèíà, ñì. ïîäðîáíåå [114,115℄.

�àñ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÏÀÌÊÝ âîëíîâûå ÷èñëà α è ìåäëåííîñòè

s = α/ω äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ èç àëþìèíèÿ òîëùèíîé h2 = 1 ìì íà ÷àñòîòå

f = 10 Ì�ö ñðàâíèâàþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè ðàñ÷åòàìè ñ ïîìîùüþ èíòå-

ãðàëüíîãî ïîäõîäà â òàáëèöå 2.1 è íà ðèñ. 2.5. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü

ε â òàáëèöå 2.1 ðàññ÷èòûâàëàñü ïî �îðìóëå:

ε =

∣∣∣α
ÈÏ

− α
ÏÀÌÊÝ

∣∣∣
∣∣∣α
ÏÀÌÊÝ

∣∣∣
× 100.

Òàáëèöà 2.1�Çíà÷åíèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ èç àëþìèíèÿ òîëùèíîé 1 ìì

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ÷àñòîòå f = 10 Ì�ö

Ñïåêò- N = 3, N = 5, N = 13, N = 5, N = 4, N = 6,

ðàëüíûå M2
2 = 1, M2

2 = 1, M2
2 = 1, M2

2 = 2, M2
2 = 5, M2

2 = 6,

ýëåìåíòû G2 = 4 G2 = 6 G2 = 14 G2 = 11 G2 = 21 G2 = 37

Âîëíîâîå ÷èñëî α1
1, ìì

−1
ìîäû A0

ÈÏ 21,6522

ÏÀÌÊÝ 20,4597 21,1951 21,6522 21,5717 21,6427 21,6522

ε, % 5,83 2,16 1,18 ·10−5
0,37 0,04 7,62 ·10−6

Âîëíîâîå ÷èñëî α1
2, ìì

−1
ìîäû S0

ÈÏ 21,6429

ÏÀÌÊÝ 20,405 21,0058 21,6429 21,5614 21,6333 21,6429

ε, % 6,07 3,03 3,25 ·10−6
0,38 0,04 7,67 ·10−6

Òàáëèöà 2.1 äåìîíñòðèðóåò õîðîøåå ñîâïàäåíèå âîëíîâûõ ÷èñåë �óí-

äàìåíòàëüíûõ ìîä A0 è S0 íà ÷àñòîòå f = 10 Ì�ö, ðàñ÷èòàííûõ ñ ïîìî-
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1086420
f, МГц

0

0,9

s,
 м

к
с/

м
м

1086420
f, МГц

0

0,9

s,
 м

к
с/

м
м

0

0,9
s,

 м
к
с/

м
м

Интегральный подход ПАМКЭ

N = 3;  M
   
 = 1;

(4 узла)
2

2

N = 5;  M
   
 = 1;

(6 узлов)
2

2

N = 3;  M
   
 = 2;

(7 узлов)
2

2

N = 5;  M
   
 = 2;

(11 узлов)
2

2

N = 7;  M
   
 = 1;

(8 узлов)
2

2
N = 7;  M

   
 = 2;

(15 узлов)
2

2

�èñóíîê 2.5�Ìåäëåííîñòè, ðàñ÷èòàííûå äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ èç àëþìèíèÿ òîëùèíîé 1

ìì ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà è ÌÊÝ ÂÏÒ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N
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ùüþ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà è ÏÀÌÊÝ ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì ïîðÿäêå

èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ (N = 13). Îäíàêî ìîæíî äîáèòüñÿ áëèçêîé

òî÷íîñòè ïðè ìåíüøåì ïîðÿäêå èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ, íàïðèìåð,

ïðè N = 7 è M2
2 = 2 (ñì. ðèñ. 2.5). Òàêæå èç ðèñ. 2.5 âèäíî, ÷òî äëÿ ÷àñòîò

äî 1 Ì�ö äîñòàòî÷íî ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà óçëîâ (N = 3, M2
2 = 1)

äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè,

ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïîäõîäà.
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3. �èáðèäíàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ

âîëíîâûõ çàäà÷

Â ýòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñõåìà íà îñíîâå ÌÊÝ ÂÏÒ è ÏÀÌÊÝ. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì òàêîãî

ãèáðèäíîãî ïîäõîäà ïîìèìî ýêîíîìèè âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ ÿâëÿåòñÿ

âîçìîæíîñòü íàïðÿìóþ âû÷èñëÿòü àìïëèòóäû óïðóãèõ âîëí, êîòîðûå ðàñ-

ïðîñòðàíÿòñÿ â âîëíîâîäå è îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÏÀÌÊÝ. Êðîìå òîãî,

òàêàÿ ãèáðèäíàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü çàäàííûå çíà÷åíèÿ àìïëè-

òóä îòäåëüíûõ áåãóùèõ âîëí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äè�ðàêöèè íàáåãàþùèõ

óïðóãèõ âîëí.

�3.1. Óïðóãèé âîëíîâîä êîíå÷íîé äëèíû ñ îäíèì

ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì

�3.1.1. Àíòèïëîñêàÿ çàäà÷à

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.14), (2.15)�(2.18) äëÿ ñëó÷àÿ àíòè-

ïëîñêèõ êîëåáàíèé âî âñåé ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω, ñîãëàñíî ãèáðèäíîé ñõåìå,

ââîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöå Sc. Âî âòîðîé ãëà-

âå áûëè ðàññìîòðåíû âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è äëÿ ÌÊÝ ÂÏÒ, â êîòîðûõ

ââîäèëàñü íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ (2.26) íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè Ω1. Â

ãèáðèäíîé ñõåìå ðåøåíèÿ ýòèõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ âî âñåé ñîñòàâíîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îáåñ-

ïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé (2.18) íà îáùåì èíòåð-

�åéñå Sc. Â ñëó÷àå ÌÊÝ ÂÏÒ è îáëàñòè Ω1 ýòî ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì íà îáùåé ãðà-

íèöå Sc:

AI
′

1(M1,l
′

2,N+1,i
′

2)I1
= 0, AI

′

1(M1,l
′

2,N+1,i
′

2)I
′

1(M1,l
′

2,N+1,i
′

2)
= 1,
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à òàêæå, â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (2.19) ê �îðìèðîâàíèþ ìàòðèöû Â

ðàçìåðà G1 ×G2, îáåñïå÷èâàþùåé âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åå ýëå-

ìåíòû ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì íà

ãðàíèöå Sc

ÂI
′

1I2
=





1, l
′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ]

0, èíà÷å

Òîãäà ìîæíî âûïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ y =

{y1, · · · yG1}T è γ = {γ1, · · · γG2}T:

Ay − Âγ = 0.

Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.16), (2.18) è (2.19) ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä �àë¼ðêèíà èëè ìåòîä êîëëîêàöèé, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ è

ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå.

Òàê êàê ðåøåíèå â îáëàñòè Ω2 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåííî â âèäå

ñóììû ñóïåðïîçèöèé âîëí ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ñëåâà-íàïðàâî è ñïðàâî-

íàëåâî, òî îíè îáîçíà÷àþòñÿ ëèáî âåðõíèì èíäåêñîì ±, ëèáî íîìåðîì m =

1, 2 (çíàê + ñîîòâåòñòâóåò m = 1, à çíàê � ýêâèâàëåíòåí èñïîëüçîâàíèþ

m = 2).

Ìåòîä �àë¼ðêèíà. Èñïîëüçóÿ òåñòîâûå �óíêöèè (2.27), à òàêæå

ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (2.26) è (2.30) â óñëîâèÿ (2.16) è (2.19) ìîæíî ïî-

ëó÷èòü ñîîòâåòñâåííî ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

B
(1)
u c+ +B

(2)
u c− − B̂uγ = 0, (3.1)

G
(1)
u c+ +G

(2)
u c− = g, (3.2)

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= e(−1)mi

√
λn(x

m
1 −x1

1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

i=1

β
l(nm)
i (α)

1

Sl
w

i
′δll′δii′

)
,

G
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= e(−1)mi

√
λn(x

m
1 −x2

1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

i=1

β
l(nm)
i (α)

1

Sl
w

i
′δll′δii′

)
,
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B̂u; ,I
′

2I2
=

1

Sl
w

i
′δrl′δji′ ,

gI ′2 = u0
1

Sl
w

i
′

îòíîñèòåëüíî γ è âåêòîðîâ

c± = {c±1 , · · · c±G2
}T,

ñîñòàâëåííûõ èç àìïëèòóä áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â îáîèõ íà-

ïðàâëåíèÿõ.

Èñïîëüçóÿ òåñòîâûå �óíêöèè (2.27) äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ óñëîâèÿ íåïðå-

ðûâíîñòè íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé (2.18), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñî-

îòíîøåíèå:

Bτy −B
(1)
τ c+ −B

(2)
τ c− = 0, (3.3)

Bτ ; I
′

2I1
= µ1

Sl1

Sl2
Di1

N+1wi2δl1M1
δl2l′δi2i′ ,

B
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
= µ2(−1)m+1i

√
λne

(−1)mi
√
λn(x

m
1 −x1

1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

i=1

β
l(nm)
i (α)

1

Sl
w

i
′δll′δii′

)
.

Ìåòîä êîëëîêàöèé. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè óçëî-

âûå òî÷êè x
I
′

2

2 ∈ Sc, I
′

2 = 1, G2, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ (2.26) è (2.30), óñëî-

âèÿ (2.16) è (2.19), ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòå-

ìó óðàâíåíèé âèäà (3.1)�(3.2), ãäå ýëåìåíòû ìàòðèö îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àë¼ðêèíà:

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= U(αm

n , x
I
′

2, βnm)e(−1)mi
√
λn(x

m
1 −x1

1),

G
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= U(αm

n , x
I
′

2, βnm)e(−1)mi
√
λn(x

m
1 −x2

1),

B̂u; I
′

2I2
= EG2×G2

,

gI ′2 = u0.

(3.4)

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõ æå òî÷åê êîë-
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ëîêàöèè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Bτ ; I
′

2I1
= µ1S

l1Di1
N+1δl1M1

δl2l′δi2i′ ,

B
(m)

τ ; I
′

2 Ĩ2
= µ2U(αn, x

I
′

2, βnm)(−1)m+1i
√
λne

(−1)mi
√
λn(x

m
1 −x1

1).
(3.5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω �îðìèðóåòñÿ ñèñòåìà îòíî-

ñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé u(1)
, u(2)

è q ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

(2.20), (2.30) è (2.26)

Ay − Âγ = 0,

B
(1)
u c+ +B

(2)
u c− − B̂uγ = 0,

Bτy −B
(1)
τ c+ −B

(2)
τ c− = 0

G
(1)

u c+ +G
(2)
u c− = g.

(3.6)

Âèä óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ¾ñâåðíóòü¿ è óïðîñòèòü ýòó ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, èñêëþ÷èâ êàê ìèíèìóì êîý��èöèåíòû ðàç-

ëîæåíèÿ äëÿ èñêóññòâåííî ââåäåííîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïåðåìåùåíèé q.

Â ðåçóëüòàòå âìåñòî ïåðâûõ äâóõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò ñëåäóþ-

ùåå óðàâíåíèå:

Ay − Â(B̂u)
−1
(
B

(1)
u c+ +B

(2)
u c−

)
= 0. (3.7)

�3.1.2. Ïëîñêàÿ çàäà÷à ïåðâîãî òèïà

Â ïëîñêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è. Â ïåðâîì ñëó÷àå ââî-

äèòñÿ íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ ïåðåìåùåíèé íà îáùåé ãðàíèöå ìåæäó

äâóìÿ îáëàñòÿìè, à âî âòîðîì ñëó÷àå îòûñêèâàþòñÿ íåèçâåñòíûå íîðìàëü-

íûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà è ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷àìè

Äèðèõëå è Íåéìàíà, ýòè ïîäõîäû îáîçíà÷àþòñÿ ãèáðèäíûìè ñõåìàìè 1-ãî

è 2-ãî òèïà ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è (1.9), (2.31)-(2.34)

äëÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé âî âñåé ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω, ñîãëàñíî ãèáðèäíîé

ñõåìå 1-ãî òèïà â ñëó÷àå ÌÊÝ ÂÏÒ è îáëàñòè Ω1, óñëîâèå íà íåïðåðûâ-

íîñòü ïåðåìåùåíèé (2.34) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è

ìàòðèöû M , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì íà ãðàíèöå Sc:

AI
′

1(k
′

,M1,l
′

2,N+1,i
′

2)I1
= 0, AI1I

′

1(k
′

,M1,l
′

2,N+1,i
′

2)
= 0,

MI
′

1(k
′

,M1,l
′

2,N+1,i
′

2)I1
= 0, MI

′

1(k
′

,M1,l
′

2,N+1,i
′

2)I
′

1(k
′

,M1,l
′

2,N+1,i
′

2)
= 1,

è, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.35), ê �îðìèðîâàíèþ ìàòðèöû Â ðàçìåðà 2G1×2G2,

ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, ÷òî òàêæå ñîîòâåòñòâó-

þò óçëàì íà ãðàíèöå Sc:

ÂI
′

1I2
=





1, k = 1, 2, l
′

1 = M1, i
′

1 = N + 1, l
′

2 ∈ [M1
2 + 1,M1

2 +M2
2 ],

0, èíà÷å.

Òîãäà ìîæíî âûïèñàòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

(
A− ω2

M
)
y − Âγ = 0 (3.8)

îòíîñèòåëüíî âåêòîðîâ

y = {y11, · · · , yG1

1 , y12, · · · , yG1

2 }T,

γ = {γ1
1, · · · , γG2

1 , γ1
2, · · · , γG2

2 }T,

êîòîðûå â ñðàâíåíèè ñî ñëó÷àåì àíòèïëîñêèõ êîëåáàíèé ïîïîëíåíû çíà÷å-

íèÿìè âòîðîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåùåíèé.

Â îáëàñòè Ω2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.32), (2.34)

è (2.35) è äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä �àë¼ðêèíà èëè ìåòîä êîëëî-

êàöèé.

Ìåòîä �àë¼ðêèíà. Òåñòîâûå �óíêöèè â âèäå (2.49), à òàêæå ïîä-

ñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (2.48) è (2.52) â óñëîâèÿ (2.32) è (2.35) ïîçâîëÿþò ñ
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ïîìîùüþ ìåòîäà �àë¼ðêèíà ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

B
(1)
u c+ +B

(2)
u c− − B̂uγ = 0, (3.9)

G
(1)
u c+ +G

(2)
u c− = g, (3.10)

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= eiα

m
n (xm

1 −x1
1)

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(nm)

k
′ (α)

1

Sl
ws

′δll′δss′ ,

G
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= eiα

m
n (xm

1 −x2
1)

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(nm)

k
′ (α)

1

Sl
ws

′δll′δss′ ,

B̂u; I
′

2I2
=

1

Sl
ws

′δrl′δjs′ ,

gI ′2 = u0

1

Sl
w

s
′ .

Àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì òåñòîâûõ �óíêöèé (2.49) óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íà-

ïðÿæåíèé íà èíòåð�åéñå (2.34) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Bτy −B
(1)
τ c+ −B

(2)
τ c− = 0, (3.11)

Bτ ; I
′

2I1
= δl1M1

δl2l
′

2∑

k=1

(
C

(1)
i1k1D

i1
N+1

Sl1

Sl2
w

s
′δi2s

′ + C
(1)
i1k2δi1N+1ws

′D
i2
s
′

)
,

B
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)

1

Sl
w

s
′δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)w

s
′δll′D

s
s
′

)
eiα

m
n (xm

1 −x1
1)

)
.

Ìåòîä êîëëîêàöèé. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè óçëî-

âûå òî÷êè x
I
′

2

2 ∈ Sc, I
′

2 = 1, 2G2, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ (2.48) è (2.52), èç óñëî-

âèé (2.32) è (2.35) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé âèäà (3.9)�(3.10), ãäå ýëåìåíòû ìàòðèö îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àë¼ðêèíà:

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= Uk(α

m
n , x

I
′

2, βnm
k )eiα

m
n (xm

1 −x1
1),
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G
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= Uk(α

m
n , x

I
′

2, βnm
k )eiα

m
n (xm

1 −x2
1),

B̂u; I
′

2I2
= E2G2×2G2

,

gI ′2 = u0.

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé íà èíòåð�åéñå (2.34) ïðè èñïîëüçîâà-

íèè òåõ æå òî÷åê êîëëîêàöèè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Bτ ; I
′

2I1
= δl1M1

δl2l
′

2∑

k=1

(
C

(1)
i1k1S

l1D
i1
N+1δi2s

′ + C
(1)
i1k2δi1N+1S

l2D
i2
s
′

)
,

B
(m)

τ ; I
′

2 Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)SlDs

s
′δll′

))
eiα

m
n (xm

1 −x1
1).

(3.12)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω â ñëó÷àå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà ê

ðåøåíèþ äëÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé �îðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîý�-

�èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé u
(1)
k , u

(2)
k è qk ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå (2.39), (2.52) è

(2.48), èëè â êðàòêîé çàïèñè:

(
A− ω2

M
)
y − Âγ = 0,

B
(1)
u c+ +B

(2)
u c− − B̂uγ = 0,

Bτy −B
(1)
τ c+ −B

(2)
τ c− = 0

G
(1)

u c+ +G
(2)
u c− = g.

Âèä óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ¾ñâåðíóòü¿ è óïðîñòèòü ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

äëÿ èñêóññòâåííî ââåäåííîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïåðåìåùåíèé qk. Â ðå-

çóëüòàòå âìåñòî ïåðâûõ äâóõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:

(
A− ω2

M
)
y − Â(B̂u)

−1
(
B

(1)
u c+ +B

(2)
u c−

)
= 0.
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�3.1.3. Ïëîñêàÿ çàäà÷à âòîðîãî òèïà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.9), (2.36)�(2.37) äëÿ ïëîñêèõ êî-

ëåáàíèé ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω â ñìûñëå ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ÂÏÒ â îáëàñòè

Ω1 óñëîâèå íà íåïðåðûâíîñòü íàïðÿæåíèé (2.37) íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ

ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è ìàòðèöû M , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì íà ãðàíèöå

Sc. Òåì íå ìåíåå, ýòî óñëîâèå äàåò íåíóëåâîé âêëàä êîíòóðíîãî èíòåãðàëà

â (1.15), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.35), ïðèâîäèò ê �îðìèðî-

âàíèþ ìàòðèöû Â ðàçìåðà 2G1 × 2G2:

ÂI
′

1I2
=

1

Sl2
w

i
′

2
δi′1N+1δl′1M1

δrl′2δji
′

2
.

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

(
A− ω2

M
)
y + Âγ = 0. (3.13)

Â îáëàñòè Ω2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.36), (2.37)

è (2.38) è äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä �àë¼ðêèíà èëè ìåòîä êîëëî-

êàöèé.

Ìåòîä �àë¼ðêèíà. Òåñòîâûå �óíêöèè â âèäå (2.49) è ðàçëîæåíèå

(2.48) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äëÿ óñëîâèé (2.36) è (2.38) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

�àë¼ðêèíà ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

B
(1)
τ c+ +B

(2)
τ c− − B̂τγ = 0, (3.14)

G
(1)
τ c+ +G

(2)
τ c− = g, (3.15)

B
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)

1

Sl
w

s
′δss′δll′

)
+

+C
(2)
i1k2

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)w

s
′δll′D

s
s
′

))
eiα

m
n (xm

1 −x1
1),

G
(m)

τ ; I
′

2 Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)

1

Sl
w

s
′δss′δll′

)
+
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+C
(2)
i1k2

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)w

s
′δll′D

s
s
′

))
eiα

m
n (xm

1 −x2
1)

B̂τ ; I
′

2I2
=

1

Sl
ws

′δrl′δjs′ ,

gI ′2 = τ0
1

Sl
w

s
′ .

Àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì òåñòîâûõ �óíêöèé (2.49) óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè

ïåðåìåùåíèé íà èíòåð�åéñå (2.37) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Buy −B
(1)
u c+ −B

(2)
u c− = 0, (3.16)

Bu; I
′

2I1
=

1

Sl2
w

s
′δi1N+1δl1M1

δl2l
′δi2s

′ ,

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= eiα

m
n (xm

1 −x1
1)

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(nm)

k
′ (α)

1

Sl
ws

′δll′δss′ .

Ìåòîä êîëëîêàöèé. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè óçëî-

âûå òî÷êè x
I
′

2

2 ∈ Sc, I
′

2 = 1, 2G2, à òàêæå ðàçëîæåíèå (2.48), äëÿ óñëî-

âèé (2.36) è (2.38) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó

óðàâíåíèé âèäà (3.14)�(3.15), ãäå ýëåìåíòû ìàòðèö îòëè÷àþòñÿ îò ñëó÷àÿ

ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àë¼ðêèíà. À èìåííî,

B
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)SlDs

s
′δll′

))
,

G
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)SlDs

s
′δll′

))
,

B̂τ ; I
′

2I2
= E2G2×2G2

,

gI ′2 = τ0.
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Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà èíòåð�åéñå (2.37) ïðè èñïîëü-

çîâàíèè òåõ æå òî÷åê êîëëîêàöèè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Bu; I
′

2I1
= δi1N+1δl1M1

δl2l
′δi2s

′ ,

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= Uk(α

m
n , x

I
′

2, βnm
k )eiα

m
n (xm

1 −x1
1).

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω â ñëó÷àå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà

ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ ïëîñêîé çàäà÷è 2-ãî òèïà �îðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ îòíî-

ñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé u
(1)
k , u

(2)
k è qk ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå

(2.39), (2.52) è (2.48), èëè â êðàòêîé çàïèñè:

(
A− ω2

M
)
y − Âγ = 0,

B
(1)
τ c+ +B

(2)
τ c− − B̂τγ = 0,

Buy −B
(1)
u c+ −B

(2)
u c− = 0

G
(1)

τ c+ +G
(2)
τ c− = g.

(3.17)

Âèä óðàâíåíèé ïîçâîëÿåò ¾ñâåðíóòü¿ è óïðîñòèòü ýòó ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæå-

íèÿ äëÿ èñêóññòâåííî ââåäåííîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè ïåðåìåùåíèé qk. Â

ðåçóëüòàòå âìåñòî ïåðâûõ äâóõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå:

(
A− ω2

M
)
y − Â(B̂τ)

−1
(
B

(1)
τ c+ +B

(2)
τ c−

)
= 0. (3.18)

�3.2. Óïðóãèé âîëíîâîä ñ ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì

Ïðèíöèï ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ áåãóùåé óïðóãîé âîëíû íà íåîä-

íîðîäíîñòè â îáëàñòè Ω1, ìîæíî ïðîäåìîíñòèðîâàòü íà ïðèìåðå çàäà÷è

âòîðîãî òèïà. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî çàäàòü çíà÷åíèÿ àìïëèòóä óïðó-

ãèõ áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñïðàâà-íàëåâî, ò.å. çíà÷åíèÿ c−.
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x1

x2

h
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W
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S
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S
σ

S
c

h
3

h
1

ПАМКЭ

МСЭ

W
1

S
σ

Набегающая
волна

�èñóíîê 3.1��åîìåòðèÿ çàäà÷è äëÿ ïëîñêèõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå äè�ðàêöèè íàáåãàþùåé

âîëíû

Åñëè âûáðàí íîìåð íàáåãàþùåé ìîäû l, ÷òî íåòðóäíî ñäåëàòü â óïîðÿäî-

÷åííîì ìàññèâå âîëíîâûõ ÷èñåë α2
n, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ýëåìåíòû âåêòîðà

ñëåäóþùèì îáðàçîì: c−n = δnl.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè èçâåñòíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà â ìàòðè÷íûå

ñîîòíîøåíèÿ (3.14)�(3.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü èõ â âèäå

B
(1)
u c+ −Buy = −B

(2)
u c−, (3.19)

G
(1)
τ c+ = −G

(2)
τ c−, (3.20)

B̂τγ −B
(1)
τ c+ = B

(2)
τ c−, (3.21)

÷òî âìåñòå ñ íåèçìåííûì óðàâíåíèåì (3.13) äàåò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàññåÿíèè íàáåãàþùåé âîëíû.

Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû êîý��èöèåíòû òðàíñ�îðìàöèè ýíåð-

ãèè ïàäàþùåé âîëíû â âîëíû äðóãèõ òèïîâ

ηk = E+
k /E

−
l ,

êàê îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ýíåðãèè E+
k , ïåðåíîñèìîé îòðàæåííîé âîëíîé k-

ãî òèïà, ê êîëè÷åñòâó ýíåðãèè E−
l , ïåðåíîñèìîé ïàäàþùåé âîëíîé. Çíà÷åíèå
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ýíåðãèè, îñðåäíåííîå çà ïåðèîä êîëåáàíèé è ïåðåíîñèìîå óïðóãîé âîëíîé

ïðè ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ÷åðåç ñå÷åíèå âîëíîâîäà

E±
k =

h3+h2∫

h3

e
(k)
1 (a±, x2)dx2,

âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðà ïëîòíîñòè ýíåðãèè Óìîâà [116,117℄

ej =
ω

2
Im (σ1ju

∗
1 + σ2ju

∗
2) .

Ïðè ýòîì âîëíîâûå ïîëÿ äëÿ îòäåëüíîé ìîäû u(n)
ñ íîìåðîì n âû÷èñëÿþò-

ñÿ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.52), ãäå åäèíñòâåííûì íåíóëåâûì çíà÷åíèåì

îñòàåòñÿ cmn , à çíà÷åíèÿ a± ≫ 1 âûáèðàåòñÿ a+ < a− < x2
1.

�3.3. Ïåðèîäè÷åñêèå ñòðóêòóðû (óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû)

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåíèå ðàçðàáîòàííîé ãèáðèä-

íîé ñõåìû íà ñëó÷àé ïëîñêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé

ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû. ß÷åéêà ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2. Ïðèìåð ãåîìåòðèè çàäà÷è,

êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â äàííîì ðàçäåëå, ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.2.

Ïåðåìåùåíèÿ, à òàêæå íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðà-

íèöàõ Sl è Sr ñâÿçàíû ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:

u
(2)
k (d2, x2) = u

(1)
k (−d1, x2)e

−iζ(d1+d2), h3 ≤ x2 ≤ h2 + h3,

σ
(2)
k1 (d2, x2) = σ

(1)
k1 (−d1, x2)e

−iζ(d1+d2), h3 ≤ x2 ≤ h2 + h3,
(3.22)

ãäå ζ � âîëíîâîå ÷èñëî. Ïîìèìî q, çàäàííîé íà ãðàíèöå Sc, äëÿ ðåøåíèÿ

ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè íà ãðàíèöå Sl ââîäèòñÿ òàêæå

âñïîìîãàòåëüíàÿ íåèçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ f(x), ñîñòàâëåííàÿ èç êàñà-

òåëüíûõ è íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé fk(x):

σ
(1)
k1 (x) = fk(x), k = 1, 2, x ∈ Sl. (3.23)
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x1

x2

h
2

d
1

W
1

d
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W
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S
l

S
σ

S
c

h
3

h
1

S
r

ПАМКЭ

МСЭ

S
σ

Элементарная ячейка

�èñóíîê 3.2��åîìåòðèÿ ÿ÷åéêè óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé îáëà-

ñòè Ω1

Îñòàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ââîäÿòñÿ êàê è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âòîðîãî

òèïà îá óñòàíîâèâøèõñÿ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ, êîòîðàÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â ðàçäåëå 3.1.3.

Ïîñêîëüêó ïðåäïîëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü ¾ñøèâêó¿ ðåøåíèé äâóõ ïîä-

çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîé ñõåìû, âñïîìîãàòåëüíûå �óíêöèè íàïðÿæåíèé

qk(x2) íà ãðàíèöå Sc è fk(x2) íà ãðàíèöå Sl öåëåñîîáðàçíî ðàçëîæèòü ïî òåì

æå ñàìûì áàçèñíûì �óíêöèÿì, ÷òî �èãóðèðóþò â ÌÊÝ ÂÏÒ:

qk(x2) =

M2
2∑

r1=1

N+1∑

j1=1

γr1j1
k Cj1(ξr1) =

G2∑

I2=1

γI2Cj1(ξr1), k = 1, 2, (3.24)

fk(x2) =

M2
2∑

r2=1

N+1∑

j2=1

ηr2j2k Cj2(ξr2) =

2G2∑

I2=1

ηI2Cj2(ξr2), k = 1, 2. (3.25)

Ñîãëàñíî ãèáðèäíîé ñõåìå 2-ãî òèïà â ñëó÷àå ÌÊÝ ÂÏÒ è îáëàñòè Ω1,

óñëîâèÿ íà íàïðÿæåíèÿ (2.37) è (3.23) íå ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ýëåìåíòîâ

66



ìàòðèöû A è ìàòðèöû M , ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàì íà ãðàíèöàõ Sc è Sl.

Òåì íå ìåíåå, ýòî óñëîâèå äàåò íåíóëåâîé âêëàä êîíòóðíîãî èíòåãðàëà â

(1.15), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2.37) è (3.23), ïðèâîäèò ê

ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

(
A− ω2

M
)
y + Âγ − Ãη = 0, (3.26)

ÂI
′

1I2
=

1

Sl2
w

i
′

2
δi′1N+1δl′1M1

δr1l
′

2
δj1i

′

2
,

ÃI
′

1I2
=

1

Sl2
w

i
′

2
δi′1N+1δl′1M1

δr2l
′

2
δj2i

′

2
.

Çäåñü ìàòðèöû Â è Ã èìåþò ðàçìåð 2G1 × 2G2. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ãðà-

íè÷íûì óñëîâèÿì (3.22), (2.37) è (2.38) äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä �àë¼ðêèíà

èëè ìåòîä êîëëîêàöèé.

Ìåòîä �àë¼ðêèíà. Èñïîëüçóÿ òåñòîâûå �óíêöèè â âèäå (2.49) è

ðàçëîæåíèÿ (3.24) è (3.25), ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ óñëîâèÿ (2.38) íà ãðàíèöå

Sc è óñëîâèÿ (3.22), çàäàííîãî íà ãðàíèöå Sr, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �àë¼ðêèíà

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

B
(1)
τ c+ +B

(2)
τ c− − B̂τγ = 0, (3.27)

G
(1)
τ c+ +G

(2)
τ c− − e−iζ(d1+d2)B̃τη = 0, (3.28)

B
(m)

τ ; I
′

2 Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)

1

Sl
w

s
′δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)w

s
′δll′D

s
s
′

))
,

G
(m)

τ ; I
′

2 Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)

1

Sl
w

s
′δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)w

s
′δll′D

s
s
′

))
,
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B̂τ ; I
′

2I2
=

1

Sl
ws

′δr1l
′δj1s

′ ,

B̃τ ; I
′

2I2
=

1

Sl
ws

′δr2l
′δj2s

′ .

Ñ ó÷åòîì òåñòîâûõ �óíêöèé (2.49), óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåìå-

ùåíèé íà èíòåð�åéñå (2.37) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

Buy −B
(1)
u c+ −B

(2)
u c− = 0, (3.29)

Bu; I
′

2I1
=

1

Sl2
w

s
′δi1N+1δl1M1

δl2l
′δi2s

′ ,

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= eiα

m
n (xm

1 −x1
1)

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(nm)

k
′ (α)

1

Sl
ws

′δll′δss′ .

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ òåñòîâûå �óíêöèè (2.49), ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ íà ïåðåìåùåíèÿ (3.22) ïðèâîäÿò ñ ñîîòíîøåíèÿì:

Duy − eiζ(d1+d2)
(
D

(1)
u c+ +D

(2)
u c−

)
= 0, (3.30)

Du; I
′

2I1
=

1

Sl2
w

s
′δi11δl11δl2l

′δi2s
′ ,

D
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= eiα

m
n (xm

1 −x2
1)

M2
2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(nm)

k
′ (α)

1

Sl
ws

′δll′δss′ .

Ìåòîä êîëëîêàöèé. Èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèè óçëî-

âûå òî÷êè x
I
′

2
2 ∈ Sc, I

′

2 = 1, 2G2, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ (3.24) è (3.25), äëÿ

óñëîâèÿ (2.38) íà ãðàíèöå Sc è óñëîâèÿ íà íàïðÿæåíèÿ (3.22) íà ãðàíèöå

Sr ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîëëîêàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé âè-

äà (3.27)�(3.28), ãäå ýëåìåíòû ìàòðèö îòëè÷àþòñÿ îò àíàëîãè÷íûõ ìàòðèö,

ïîëó÷åííûõ â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �àë¼ðêèíà:

B
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x1
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)SlDs

s
′δll′

))
,
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G
(m)

τ ; I
′

2Ĩ2
=

2∑

k=1

(
− C

(2)
i1k1iα

m
n e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)δss′δll′

)
+

+ C
(2)
i1k2e

iαm
n (xm

1 −x2
1)

(
M2

2∑

l=1

N+1∑

s=1

β
ls(n)
k (α)SlDs

s
′δll′

))
,

B̂τ ; I
′

2I2
= E2G2×2G2

,

B̃τ ; I
′

2I2
= E2G2×2G2

.

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìàòðèö, âîçíèêàþùèõ ïðè óäîâëåòâîðåíèè ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà èíòåð�åéñå (2.37) ïðè èñïîëü-

çîâàíèè òåõ æå òî÷åê êîëëîêàöèè, èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Bu; I
′

2I1
= δi1N+1δl1M1

δl2l
′δi2s

′ ,

B
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= Uk(α

m
n , x

I
′

2, βnm
k )eiα

m
n (xm

1 −x1
1).

Àíàëîãè÷íî ïîäñòàâëÿÿ ïðåäñòàâëåíèÿ â ïåðèîäè÷åñêîå óñëîâèå íà ïåðåìå-

ùåíèÿ (3.22) íåñëîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ:

Du; I
′

2I1
= δi11δl11δl2l

′δi2s
′ ,

D
(m)

u; I
′

2Ĩ2
= Uk(α

m
n , x

I
′

2, βnm
k )eiα

m
n (xm

1 −x2
1).

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω â ñëó÷àå ãèáðèäíîãî ïîäõîäà

ê ðåøåíèþ �îðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèé

u
(1)
k , u

(2)
k , qk è fk ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå (2.39), (2.52), (3.24) è (3.25), èëè â

êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñè:

(
A− ω2

M
)
y + Âγ − Ãη = 0,

B
(1)
τ c+ +B

(2)
τ c− − B̂τγ = 0,

G
(1)
τ c+ +G

(2)
τ c− − e−iζ(d1+d2)B̃τη = 0,

Buy −B
(1)
u c+ −B

(2)
u c− = 0,

Duy − eiζ(d1+d2)
(
D

(1)
u c+ +D

(2)
u c−

)
= 0.

69



Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ÷àñòîòîé è âîëíîâûì ÷èñëîì ζ,

îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ìàòðèö íàéòè êîðíè ýòîãî

óðàâíåíèÿ ÷èñëåííî êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî. Âîçìîæíûì ðåøåíèåì ýòîé

ïðîáëåìû ñ âû÷èñëåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ê ïðîáëåìå íà-

õîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåêòîðîâ

(B(ω)− λE4G2×4G2)c = 0 (3.31)

îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ

c = {c+1 , . . . , c+2G1
, c−1 , . . . , c

−
2G1

}T.

Äåéñòâèòåëüíî, �îðìóëèðîâêó çàäà÷è â òàêîì âèäå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àÿ â (3.3), âåêòîðû η, γ è y. Ïðè ýòîì �îðìèðóåìûå

ìàòðèöû çàâèñÿò îò ÷àñòîòû

B(ω) = J
−1(ω)H(ω), λ = e−iζ(d1+d2),

H =



Bu

(
A− ω2

M
)−1

Â

(
B̂τ

)−1(
B

(1)
τ +B

(2)
τ

)
+
(
B

(1)
u +B

(2)
u

)

−Du

(
A− ω2

M
)−1

Â

(
B̂τ

)−1(
B

(1)
τ +B

(2)
τ

)


 ,

J =




Bu

(
A− ω2

M
)−1

Ã

(
B̃τ

)−1(
G

(1)
τ +G

(2)
τ

)

(
D

(1)
u +D

(2)
u

)
−Du

(
A− ω2

M
)−1

Ã

(
B̃τ

)−1(
G

(1)
τ +G

(2)
τ

)


 ,

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû ω èçìåíÿåòñÿ íàáîð ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ è ÷èñåë çàäà÷è (3.31), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûì �îð-

ìàì êîëåáàíèé è âîëíîâûì ÷èñëàì ðàçëè÷íûõ ìîä òèïà Ôëîêå-Áëîõà. Ïî

îïðåäåëåííûì ïðè ðåøåíèè (3.31) ñîáñòâåííûì âåêòîðàì c íåòðóäíî ïî-

ñòðîèòü ðåøåíèå âî âñåé îáëàñòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì ñîîòíîøå-

íèåì:

y =

(
−
(
A− ω2

M
)−1

Â

(
B̂τ

)−1(
B

(1)
τ +B

(2)
τ

)
+
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+eiζ(d1+d2)
(
A− ω2

M
)−1

Ã

(
B̃τ

)−1(
G

(1)
τ +G

(2)
τ

))
c,

Äëÿ ÷èñëåííîãî êîíòðîëÿ ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ

γ =
(
B

31
)−1

B
1c,

η = e

iζ(d1+d2)
(
B

32
)−1

B
2c.
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4. ×èñëåííûé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç

âîëíîâûõ ïðîöåññîâ

Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ãèáðèäíîãî ìåòîäà áû-

ëà âûïîëíåíà â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì MATLAB. �åçóëüòàòû, ïî-

ëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàííîãî ãèáðèäíîãî ìåòîäà, ñðàâíèâàþòñÿ ñ

ÌÊÝ (COMSOL Multiphysis). Â êîíå÷íîýëåìåíòíîì ïàêåòå COMSOL èñ-

ïîëüçîâàëèñü ïîëèíîìû ïÿòîé ñòåïåíè (Quinti Lagrange disretization). Âñå

ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñòàöèîíàðíîì êîìïüþòåðå ñ 6-ÿäåðíûì öåíòðàëü-

íûì ïðîöåññîðîì AMD Ryzen 5 5600G è ñ 16�á îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.

�4.1. �àñïðîñòðàíåíèå âîëí â ñëîèñòûõ ìåòàìàòåðèàëàõ íà

îñíîâå ýëàñòîìåðîâ

Â èññëåäîâàíèè [118℄ áûëî èçó÷åíî âëèÿíèå õàðàêòåðèñòèê ñëîèñòîãî

�îíîííîãî êðèñòàëëà ñî ñëîÿìè èç ýëàñòîìåðîâ, ñîñòîÿíèå êîòîðûõ îïðå-

äåëÿåòñÿ íåîãóêîâñêîé äå�îðìàöèåé, íà ðàñïðîñòðàíåíèå ñäâèãîâûõ âîëí.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ è âåðè�èêàöèè ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ ïðåäñòàâëåííûõ âî âòî-

ðîé ãëàâå, ýëåìåíòû êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áûëî âû-

ïîëíåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè èç ðàáîòû [118℄.

Ñîãëàñíî [118℄ ïðåäïîëàãàëîñü óñëîâèå ïëîñêîé äå�îðìàöèè ñ ïðèëî-

æåííîé ìàêðîñêîïè÷åñêîé äå�îðìàöèåé ðàñòÿæåíèÿ (ñòåïåíü ðàñòÿæåíèÿ

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç s) âäîëü ñëîåâ. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðèñóòñòâóåò

ëèøü âîñåìü íåíóëåâûõ êîìïîíåíò òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé, êîòîðûé íå

èìååò â òàêîì ñëó÷àå ñèììåòðèè:

C1111 = λ+ (1 + 1/s)µ, C1212 = s2µ, C2121 = µ/s;

C1221 = C2112 = µ, C1122 = C2211 = λ, C2222 = λ+ (1 + s2)µ.
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10 3

Волновое число  ζ H/ (2%)

Ч
ас

то
та

 ω
 H

/ 
(2

%
c 0

)

42

1

0

3

2

θ = 0˚

θ = 15˚θ = 90˚

θ = 75˚

θ = 60˚

θ = 45˚

θ = 30˚

�èñóíîê 4.1� Ñðàâíåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ âîëí Ôëîêå-Áëîõà äëÿ ðàçíûõ óãëîâ

ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòå [118℄ (ìàðêåðû è ñïëîøíûå ëèíèè) ñ

ÌÊÝ ÂÏÒ è ìåòîäîì ìàòðèö ïåðåíîñà (ïóíêòèðíûå ëèíèè)

�àññìàòðèâàåòñÿ äâóõñëîéíûé óïðóãèé ìåòàìàòåðèàë èëè �îíîííûé

êðèñòàëë, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëàñòîìåðîâ:

λ(1) = 500 �Ïà, µ(1) = 500 MÏà, ρ(1) = 1000 êã/ì3;

λ(2) = 5 �Ïà, µ(2) = 5 MÏà, ρ(2) = 1000 êã/ì3.

�åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ óêàçàííûõ äâóõ ìåòîäîâ, à èìåííî, ìåòîäà ìàò-

ðèö ïåðåíîñà è ÌÊÝ ÂÏÒ ñ ðàñ÷åòàìè, ïðåäñòàâëåííûìè â [118℄ ïðèâåäåíû

íà ðèñ. 4.1. Íà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæåíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ ðàç-

íûõ óãëîâ ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà ñëîèñòûé �îíîííûé êðèñòàëë (s = 1),

ïîëó÷åííûå â [118℄, èçîáðàæåíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ñ ìàðêåðàìè, à ïóíê-

òèðíûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû äèñïåðñèîííûå êðèâûå, ïîëó÷åííûå ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäîâ, îïèñàííûõ â äàííîì äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè. Ïðè

ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ìåòîä ìàòðèö ïåðåíîñà è ÌÊÝ ÂÏÒ äàþò î÷åíü
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áëèçêèå äðóã ê äðóãó ðåçóëüòàòû.
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�èñóíîê 4.2�Ôàêòîð ëîêàëèçàöèè γ(ω, s) äëÿ ðàçíûõ ñîîòíîøåíèé òîëùèí ñëîåâ: à) �

h1/H = 0,2, á) � h1/H = 0,8

Ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âëèÿíèå óäëèíåíèÿ ýëàñòîìåðà ïðè ðàñòÿæåíèè

â s ðàç, êîòîðîå âëå÷åò òàêæå èçìåíåíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîåâ íà

çàïðåùåííûå è ðàçðåøåííûå çîíû ìîæíî ñ ïîìîùüþ �àêòîðà ëîêàëèçà-

öèè γ [109℄. Íà ðèñ. 4.2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü �àêòîðà ëîêàëèçàöèè îò

ïàðàìåòðà s, à òàêæå êðóãîâîé ÷àñòîòû ïàäàþùåé ïîä íîðìàëüíûì óãëîì

íà ñëîèñòûé ìåòàìàòåðèàë ïëîñêîé âîëíû. Íà ãðà�èêå ïîâåðõíîñòåé, èçîá-

ðàæåííûõ íà ðèñ. 4.2, òåìíûå è áåëûå çîíû ñîîòâåòñòâóþò çàïðåùåííûì è

ðàçðåøåííûì çîíàì. Ïðè ðàñòÿæåíèè s ïðîèñõîäèò ñìåùåíèå çàïðåùåííûõ

çîí â îáëàñòü áîëåå íèçêèõ ÷àñòîò, òîãäà êàê ïðè óòîëùåíèè ïåðâîãî ñëîÿ, â

êîòîðîì âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, çàïðåùåííûå çîíû

ñóæàþòñÿ è ðàñïîëàãàþòñÿ áëèæå äðóã ê äðóãó.
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�4.2. Àíàëèç êîëåáàíèé âîëíîâîäà êîíå÷íîé äëèíû ñ îäíèì

ïðèñîåäèíåííûì ýëåìåíòîì

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîì ðàçäåëå ñîñòàâ-

íîé ñòðóêòóðû, âêëþ÷àÿ ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû,

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1.

Òàáëèöà 4.1�Ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñòðóêòóðû

Îáëàñòü Ìàòåðèàë Ïàðàìåòðû ρi, di, h1, h2, h3,

Ëàìå, �Ïà êã/ì

3
ìì ìì ìì ìì

Ω1 Ñòàëü λ = 104, 4; µ = 80 7850 1 1 1 1

Ω2 Àëþìèíèé λ = 55, 5; µ = 26.1 2700 10 � 1 �

�4.2.1. Àíòèïëîñêàÿ çàäà÷à

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè u0 = 1 ìêì íà

âíóòðåííåé ãðàíèöå Sc ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω ðàññìàòðèâàëèñü îòíîñèòåëü-

íûå ïîãðåøíîñòè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íà-

ïðÿæåíèé (2.18) â íîðìå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L1:

εu =
‖u1(x)− u2(x)‖L1(Sc)

‖u1(x)‖L1(Sc)
, εσ =

‖µ1
du1(x)

dn
− µ2

du2(x)
dn

‖L1(Sc)

‖µ1
du1(x)

dn
‖L1(Sc)

. (4.1)

Ïðè ýòîì áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ìåòîäà �àë¼ðêèíà è ìåòîäà

êîëëîêàöèé, ïðè÷åì â ìåòîäå êîëëîêàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè ó÷àñòâîâàëè êàê óçëû �àóññà�Ëå-

æàíäðà�Ëîáàòòî (Ó�ËË), òàê è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå òî÷êè (��Ò).

�åçóëüòàòû (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü εu äëÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

εσ íà èíòåð�åéñå), âû÷èñëåííûå íà äâóõ ÷àñòîòàõ 1 è 5 Ì�ö ïðèâåäåíû â

òàáëèöå 4.2.
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Òàáëèöà 4.2� Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà èíòåð�åéñå

íà ÷àñòîòàõ 1 è 5 Ì�ö

Ïðîåêöèîííûé N = 4 N = 6 N = 4 N = 6

ìåòîä M1 = 2 M1 = 6 M1 = 10 M1 = 10

M2
2 = 2 M2

2 = 6 M2
2 = 10 M2

2 = 10

εu, 1 Ì�ö

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 3, 52 · 10−15 6, 96 · 10−15 1, 07 · 10−14 1, 02 · 10−14

Êîëëîêàöèé (Ó�ËË) 4, 07 · 10−15 5, 39 · 10−15 1, 07 · 10−14 1, 18 · 10−14

Êîëëîêàöèé (��Ò) 0, 1158 0, 055 0, 0265 0, 0333

εσ, 1 Ì�ö

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 2, 5 · 10−16 4, 13 · 10−15 1, 41 · 10−15 2, 42 · 10−15

Êîëëîêàöèé (Ó�ËË) 5, 72 · 10−16 2, 67 · 10−15 1, 19 · 10−15 2, 32 · 10−15

Êîëëîêàöèé (��Ò) 0, 0357 0, 0241 0, 0102 0, 0177

εu, 5 Ì�ö

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 1, 89 · 10−15 5, 32 · 10−15 3, 22 · 10−15 6, 29 · 10−15

Êîëëîêàöèé (Ó�ËË) 9, 71 · 10−16 3, 25 · 10−15 4, 67 · 10−15 7, 78 · 10−15

Êîëëîêàöèé (��Ò) 0, 1194 0, 04 0, 0202 0, 0253

εσ, 5 Ì�ö

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 3, 69 · 10−16 2, 84 · 10−15 9, 41 · 10−16 1, 52 · 10−15

Êîëëîêàöèé (Ó�ËË) 1, 96 · 10−16 1, 75 · 10−15 7, 94 · 10−16 1, 5 · 10−15

Êîëëîêàöèé (��Ò) 0, 0231 0, 0131 0, 0057 0, 0094

�åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 4.2, ïîêàçûâàþò, ÷òî ìåòîä

êîëëîêàöèé, ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ Ó�ËË, ñîïîñòàâèì ïî òî÷íîñòè

ñ ìåòîäîì �àë¼ðêèíà.

Áûëè ðàññ÷èòàíû íàïðÿæåíèÿ σ23(x), x ∈ Sσ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðî-

âåðèòü óäîâëåòâîðÿåò ëè ðåøåíèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2.17), ïðåäïîëà-

ãàþùåìó îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé íà âíåøíåé ãðàíèöå Sσ îáëàñòè Ω2 ïðè

N = 6,M1 = M2
2 = 10. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñðàâíèâàëèñü ñ ÌÊÝ è ïðè-
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�èñóíîê 4.3�Íàïðÿæåíèÿ σ23(x1, h3 + h2) , ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ïðè f = 1 Ì�ö
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�èñóíîê 4.4�Íàïðÿæåíèÿ σ23(x1, h3 + h2) , ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíûå ëèíèè) ïðè f = 5 Ì�ö
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âåäåíû íà ðèñ. 4.3�4.4. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ìàêñèìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ

ïðåâûøàþò 3 �Ïà (â îáëàñòè Ω1) è 1 �Ïà (â îáëàñòè Ω2) êàê äëÿ 1 Ì�ö,

òàê è äëÿ 5 Ì�ö. Äàííûå ãðà�èêè èëëþñòðèðóþò òîò �àêò, ÷òî ñ ðîñòîì

÷àñòîòû òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.17) â ÌÊÝ ïàäàåò ïðè

òîì æå êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû, îñòàâàÿñü ïðèìåðíî òàêîé æå äëÿ ãè-

áðèäíîãî ìåòîäà.
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�èñóíîê 4.5� Ïåðåìåùåíèÿ u(x1, h3 + h2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíàÿ è øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèè) ïðè f = 1 Ì�ö

Äëÿ àíàëèçà ý��åêòèâíîñòè è òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííîé ãèáðèäíîé

ñõåìû áûëè ðàññ÷èòàíû ïåðåìåùåíèÿ u(x1, h3 + h2), x1 ∈ [−d1, d2] è êà-

ñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σ13(x1, h3 + h2), x1 ∈ [0, d2] ïðè N = 4 è ðàçíîì êî-

ëè÷åñòâå ñïåêòðàëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ÌÊÝ ÂÏÒ (ñì. ðèñ. 4.5�4.8),

à òàêæå âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè ñ ïîìîùüþ êî-

íå÷íîýëåìåíòíîãî ïàêåòà COMSOL. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ äàíû

â òàáëèöå 4.2 è ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.3�4.4. Â öåëîì, àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî ìå-

òîä �àë¼ðêèíà è ìåòîä êîëëîêàöèé äàþò ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå ðåçóëü-

òàòû (îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå áîëåå 10−7
), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì

ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà �à-

ë¼ðêèíà.
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�èñóíîê 4.6� Ïåðåìåùåíèÿ u(x1, h3 + h2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíàÿ è øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèè) ïðè f = 5 Ì�ö

0

-150

150

x
1
, мм

σ
1

3
, 

М
П

а

0 108642

МКЭ

M
1
=M

2
=2

M
1
=M

2
=10

�èñóíîê 4.7� Íàïðÿæåíèÿ σ13(x1, h3 + h2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíàÿ è øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèè) ïðè f = 1 Ì�ö

Íà ðèñ. 4.9�4.10 èçîáðàæåíû ïåðåìåùåíèÿ u(x1, x2) âî âñåé ñîñòàâíîé

îáëàñòè Ω, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîé ñõåìû ïðè N = 4,M1 =
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�èñóíîê 4.8� Íàïðÿæåíèÿ σ13(x1, h3 + h2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ñïëîøíàÿ

êðèâàÿ) è ãèáðèäíîé ñõåìû (ïóíêòèðíàÿ è øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèè) ïðè f = 5 Ì�ö
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�èñóíîê 4.9� Ïåðåìåùåíèÿ u(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 0 ìì

M2
2 = 10 (ðèñ. 4.9á�4.10á) è ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ðèñ. 4.9à�4.10à) äëÿ f = 5

Ì�ö. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçíûõ ðàçìå-

ðîâ îáëàñòè Ω1: ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äëÿ h3 = 0 ìì è h3 = 1 ìì. Òàêèå

æå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü è â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü Ω2 ñîñòîÿëà óæå èç òðåõ
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�èñóíîê 4.10�Ïåðåìåùåíèÿ u(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö

ñëîåâ îäèíàêîâîé òîëùèíû h2/3 (àëþìèíèé, ñòàëü, àëþìèíèé) (ðèñ. 4.11).

Ìîæíî âèäåòü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ÌÊÝ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííîãî è ïðåäñòàâëåííîãî â

äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè ãèáðèäíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìû öåëåñîîá-

ðàçíî ðàññìîòðåòü îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü äëÿ ïåðåìåùåíèé u∗(x1, h3+

h2) è u(x1, h3 + h2) ïðè x1 ∈ [−d1, d2] â íîðìå L1, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ÌÊÝ íà ¾ìåëêîé¿ ñåòêå, êîòîðîå, õîòÿ è íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, íî

åãî ñ èçâåñòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ýòàëîííîå, è ãè-

áðèäíîé ñõåìû ñîîòâåòñòâåííî

ε =
‖u(x1, h3 + h2)− u∗(x1, h3 + h2)‖L1

‖u∗(x1, h3 + h2)‖L1

, x1 ∈ [−d1, d2]. (4.2)

Íà ðèñ. 4.12 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîãðåøíîñòè ε ïðè

N = 4 è ðàçíîì êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà �àë¼ð-

êèíà è ìåòîäà êîëëîêàöèé. Ìîæíî íàáëþäàòü óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé
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�èñóíîê 4.11�Ïåðåìåùåíèÿ u(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö â ñëó÷àå òðåõñëîéíîãî ïðîòÿæåííîãî âîëíîâîäà

ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà íà îñíîâå ãèáðèäíîãî ìåòîäà ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷å-

ñòâà ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðàçíûõ ÷àñòîò â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ êàê

ìåòîäà �àë¼ðêèíà, òàê è ìåòîäà êîëëîêàöèé, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ñõîäè-

ìîñòè ìåòîäà ñ ðîñòîì êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ/óçëîâ.

Òàáëèöà 4.3�Âû÷èñëèòåëüíîå âðåìÿ äëÿ f = 1 Ì�ö (â ñåêóíäàõ)

Ïðîåêöèîííûé N = 4 N = 6 N = 4 N = 6

ìåòîä M1 = 2 M1 = 6 M1 = 10 M1 = 10

M2
2 = 2 M2

2 = 6 M2
2 = 10 M2

2 = 10

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 0, 06 0, 26 2, 35 20, 14

Êîëëîêàöèé 0, 14 0, 83 3, 87 23, 31

Â òàáëèöå 4.3 ïðèâåäåíî âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàç-

ìåðíîñòè G1 + 2G2 × G1 + 2G2, à â òàáëèöå 4.4 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà îáó-
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�èñóíîê 4.12�Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ε äëÿ ìåòîäà �àë¼ðêèíà è ìåòîäà êîëëîêà-

öèè

ñëîâëåííîñòè âîçíèêàþùèõ ìàòðèö â ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àë-

ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå ìåòîäà �àë¼ðêèíà è ìåòîäà êîëëîêàöèé

äëÿ ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω ïðè ðàçíîì êîëè÷åñòâå ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, äëÿ

N = 4,M1 = M2
2 = 2 è N = 6,M1 = M2

2 = 6 ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû ðàâíà

243×243 è 4107×4107 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì â ÌÊÝ ïðè ðàñ÷åòàõ êîëè-

÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû áûëî ðàâíî 17841, à âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâèëî îêîëî 2

ñåêóíä. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ìåòîä �àë¼ðêèíà äàåò âîçìîæíîñòü ñýêîíîìèòü

âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû è ïðè ýòîì ïîëó÷èòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè íè-

æå, ÷åì â ìåòîäå êîëëîêàöèé.

�4.2.2. Ïëîñêàÿ çàäà÷à ïåðâîãî òèïà

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè èññëåäóåìîé ñîñòàâíîé ñòðóêòóðû â ñëó÷àå

ïëîñêèõ êîëåáàíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1. Çàäàâàåìûå íà ãðàíèöå Su

ïåðåìåùåíèÿ áûëè ïðèíÿòû ðàâíûìè u0 = 1 ìì.
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Òàáëèöà 4.4�×èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ÑËÀÓ äëÿ f = 1 1 Ì�ö

Ïðîåêöèîííûé N = 4 N = 6 N = 4 N = 6

ìåòîä M1 = 2 M1 = 6 M1 = 10 M1 = 10

M2
2 = 2 M2

2 = 6 M2
2 = 10 M2

2 = 10

Ìåòîä �àë¼ðêèíà 2, 87 · 104 6, 51 · 105 5, 46 · 105 1, 74 · 106

Êîëëîêàöèé 1, 67 · 105 1, 66 · 107 1, 6 · 107 7, 48 · 107

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x

1
, мм

0

1

2

3

x 2
, 
м

м

0

1

2

3

x 2
, 
м

м

(б)

(а)

3

-3

u
1
, 
м

м

3

-3

u
1
, 
м

м

�èñóíîê 4.13�Ïåðåìåùåíèÿ u1(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì

Íà ðèñ. 4.13�4.16 èçîáðàæåíû ïåðåìåùåíèÿ u1, u2, à íà ðèñ. 4.17�

4.19 íàïðÿæåíèÿ σ11, σ12, σ22 âî âñåé ñîñòàâíîé îáëàñòè Ω, âû÷èñëåííûå ñ

ïîìîùüþ ãèáðèäíîé ñõåìû ïðè N = 7,M1 = M2
2 = 4 (ðèñ. 4.13á�4.16á è

4.17á�4.19á) è ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (ðèñ. 4.13à�4.16à è 4.17à�4.19à) äëÿ f = 5

Ì�ö. Ìîæíî âèäåòü õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ðåçóëüòàòîâ ñ ÌÊÝ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ââîäÿòñÿ è âû÷èñ-

ëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ìîäóëåé âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé |u| è
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�èñóíîê 4.14�Ïåðåìåùåíèÿ u2(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.15�Ïåðåìåùåíèÿ u1(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.16�Ïåðåìåùåíèÿ u2(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.17�Íàïðÿæåíèÿ σ11(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.18�Íàïðÿæåíèÿ σ12(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.19�Íàïðÿæåíèÿ σ22(x1, x2), ðàññ÷èòàííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé

ñõåìû (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì
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�èñóíîê 4.20�Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ãèáðèäíîé ñõåìû εp, ðàññ÷èòàííûå â îáëà-

ñòè Ω1 (à) è îáëàñòè Ω2 (á) ïðè f = 5 Ì�ö è h3 = 1 ìì

|ucomsol| â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L1, ïîëó÷åííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ãèáðèäíîé ñõåìû è ÌÊÝ íà ¾ìåëêîé¿ ñåòêå äëÿ îáëàñòè Ωp:

εp =
‖ |u| − |ucomsol| ‖L1(Ωp)

‖ |ucomsol| ‖L1(Ωp)

. (4.3)

Íà ðèñ. 4.20 âèäíî óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà íà îñ-

íîâå ãèáðèäíîé ñõåìû ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ïðè N = 4 è N = 7.

�4.2.3. Ïëîñêàÿ çàäà÷à âòîðîãî òèïà

Ïðåäëîæåííûé ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ãèáðèäíûé ìåòîä, îïèñàííûé â

ãëàâå 3.1.3 áûë ïðèìåíåí ê ðåøåíèþ ïëîñêîé çàäà÷è âòîðîãî òèïà äëÿ

óïðóãîé êîíñòðóêöèè èç ñòàëè (ëåâàÿ ïîäîáëàñòü Ω1) è àëþìèíèÿ (ïðà-

âàÿ ïîäîáëàñòü Ω2). ×èñëåííûå ïðèìåðû, ïðèâåäåííûå íèæå, ïîëó÷åíû äëÿ

h1 = 3 ìì, d1 = 1 ìì, h2 = 1 ìì, d2 = 10 ìì. Íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå Sτ áû-

ëè çàäàíû: τ0 = 10 Ïà. Ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà, èñïîëüçîâàííûå â ðàñ÷åòàõ,

ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.1.

Äëÿ ÷èñëåííîãî àíàëèçà áûë âûáðàí ïîðÿäîê èíòåðïîëÿöèîííûõ ïî-

ëèíîìîâ Ëàãðàíæà N = 7, à êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ M1 = M2 = 1. Äëÿ
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�èñóíîê 4.21�Àìïëèòóäû ãîðèçîíòàëüíûõ ïåðåìåùåíèé |u1(x1, x2)| â ñîñòàâíîé ñòðóê-
òóðå, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé ñõåìû (á) ïðè f = 500 ê�ö.
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�èñóíîê 4.22�Àìïëèòóäû âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé |u2(x1, x2)| â ñîñòàâíîé ñòðóêòó-
ðå, âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ (à) è ãèáðèäíîé ñõåìû (á) ïðè f = 500 ê�ö.
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ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî íîâîãî ãèáðèäíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà òà æå êðà-

åâàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ êîììåð÷åñêîãî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî

ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ (COMSOL Multiphysis) ñ äèñêðåòèçàöèåé ñ ïî-

ìîùüþ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà 5-ãî ïîðÿäêà â ìîäóëå Solid Mehanis. �å-

çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.21�4.22, ãäå ñðàâíèâàþòñÿ âåðòè-

êàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ñìåùåíèÿ. Ïðè ïðîâäåíèè ðàñ÷åòîâ ñ ïîìîùüþ

ÌÊÝ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè áûëî èñïîëüçîâàíî 1083 ýëåìåíòà (äèñêðåòèçà-

öèÿ Quarti Lagrange â ïðèáëèæåíèè ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà) ñ 55432 ñòå-

ïåíÿìè ñâîáîäû. Íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîâïàäåíèå ñ ÌÊÝ.

  

ε
1

10−1

10−3

10−5

а)

M
1
 = M

2

108642
M

1
 = M

2

108642

ε
2

б)

�èñóíîê 4.23�Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ãèáðèäíîé ñõåìû εp, ðàññ÷èòàííûå â îáëà-

ñòè Ω1 (à) è îáëàñòè Ω2 (á) ïðè f = 1 Ì�ö è h3 = 1 ìì

�èñ. 4.23 äåìîíñòðèðóåò óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ðàñ-

ñ÷èòàííîé ïî �îðìóëå (4.3) òàêæå, êàê â ðàçäåëå 4.2.2, äëÿ ðàçðàáîòàííîãî

÷èñëåííîãî ìåòîäà íà îñíîâå ãèáðèäíîé ñõåìû ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà

ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðè N = 4.

�4.3. Èçãîòîâëåíèå îáðàçöîâ óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå îáðàçöû óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà áûëè èçãîòîâ-

ëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì 3D-ïðèíòåðà ñ äâóìÿ ýêñòðóäåðàìè (Raise 3D E2),
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áëàãîäàðÿ ÷åìó â ðàìêàõ îäíîé ïå÷àòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ðàçëè÷-

íûõ ïëàñòèêà îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîðîäíûå êîìïîíåíòû ìå-

òàìàòåðèàëà íå íóæíî ñêëåèâàòü, òàê êàê îíè ñïëàâÿòñÿ âî âðåìÿ ïå÷àòè

áëàãîäàðÿ íàãðåòîìó ýêñòðóäåðó.

Ïðè èçãîòîâëåíèè ðàçëè÷íûõ îáðàçöîâ ðàññìàòðèâàëèñü è èñïîëüçî-

âàëèñü òðè òèïà ïëàñòèêà: ABS-ïëàñòèê, PLA-ïëàñòèê è PETG-ïëàñòèê ñ

ïëîòíîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî 1003 êã/ì

3
, 1182 êã/ì

3
è 1231 êã/ì

3
. Áûëî èñ-

ïîëüçîâàíî ïðåäïîëîæåíèå îá èçîòðîïíîñòè ìàòåðèàëîâ, ÷òî äîñòèãàëîñü

óêëàäêîé ñëîåâ 0◦/45◦/135◦/90◦. Äëÿ PLA ìîäóëü Þíãà E = 4, 4 �Ïà è

êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 3, à äëÿ ABS ìîäóëü Þíãà E = 1, 5 �Ïà

è êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0, 38 [119�121℄. Ïå÷àòü âûïîëíÿëàñü íà ïî-

âåðõíîñòè çàêàë¼ííîãî ñòåêëà, ïîäîãðåòîãî äî 110

◦
C, òåìïåðàòóðà ñîïëà

äëÿ ABS è PETG ñîñòàâëÿëà 250

◦
C, âûñîòà íàïå÷àòàííîãî ñëîÿ ñîñòàâ-

ëÿåò 0,2 ìì, à äèàìåòð ñîïëà � 0,4 ìì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïå÷àòè áîëåå

òåðìîñòîéêèé ABS-ïëàñòèê âïëàâëÿåòñÿ â ìåíåå òåðìîñòîéêèé PETG.

x

y

z

а) УMM без разрезов б) УMM с краевыми разрезами

x

y

z

Полости

Бегущие
волны

Бегущие
волны

�èñóíîê 4.24� Êîíöåïöèÿ óïðóãîãî ñëîèñòîãî ìåòàìàòåðèàëà ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé,

ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü

Áûë èçãîòîâëåí ìíîãîñëîéíûé óïðóãèé ìåòàìàòåðèàë (ÓÌÌ) ñ äâóõ-
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ñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü. Êîíöåïöèÿ ðàññìàò-

ðèâàåìîãî óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.24. Çäåñü äåêàðòîâàÿ

ñèñòåìà êîîðäèíàò x = {x, y, z} ââåäåíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü Ox îðòîãî-

íàëüíà ãðàíèöàì ðàçäåëà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê è âíåøíèì ãðàíèöàì ìåòà-

ìàòåðèàëà, à îñè Oz è Oy ïàðàëëåëüíû ãðàíèöàì ðàçäåëà. �àññìàòðèâàåòñÿ

ðàñïðîñòðàíåíèå óïðóãèõ âîëí âäîëü îñè Oz, â òî âðåìÿ êàê ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî óïðóãàÿ ñòðóêòóðà ìåòàìàòåðèàëà áåñêîíå÷íà âäîëü îñè Oy. Â

òàêîì ñëó÷àå â ïîäîáíûõ ñòðóêòóðàõ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ òîëüêî äâà âèäà

íîðìàëüíûõ ìîä (ñèììåòðè÷íûå è àíòèñèììåòðè÷íûå, ðàñïðîñòðàíÿþùè-

åñÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ îñè z). Êðîìå òîãî, â ìåòàìàòåðèàëå èìååòñÿ ìàññèâ

ìåæ�àçíûõ òðåùèíîïîäîáíûõ ïóñòîò (îäíà ïóñòîòà â êàæäîé ýëåìåíòàð-

íîé ÿ÷åéêå).

Èçãîòîâëåííûå îáðàçöû ìåòàìàòåðèàëà èìåþò 8 ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷å-

åê äëèíîé 50 ìì è øèðèíîé 20 ìì (ðèñ. 4.25), à ïîëîñòè ðàñïîëàãàþòñÿ

â ïîäñëîå èç ABS-ïëàñòèêà ëèáî â öåíòðå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, êàê íà

ðèñ. 4.25 (á, â), ëèáî íà êðàþ, êàê íà ðèñ. 4.25 (ã, ä). Òîëùèíû ïîäñëîåâ

èçãîòîâëåííûõ îáðàçöîâ ñ öåíòðàëüíûìè è êðàåâûìè ïóñòîòàìè ñîñòàâëÿ-

þò hA = 3, 15 ìì (PLA), hB = 2, 85 ìì (ABS) è hA = 3, 2 ìì (PLA),

hB = 2, 9 ìì (ABS) ñîîòâåòñòâåííî, à äëèíû ïóñòîò d = 10 ìì è d = 9, 7 ìì

ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòàëîííîãî ñïåêòðà ïðîïóñêàíèÿ áûë òàêæå

èçãîòîâëåí îäíîðîäíûé îáðàçåö, èçãîòîâëåííûé òîëüêî èç ABS�ïëàñòèêà.

�åîìåòðèÿ îáðàçöà óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàñ-

ñèâîì ïîëîñòåé ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.26. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû {x, y, z}
ââåäåíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü Oz áûëà îðòîãîíàëüíà ñâîáîäíûì îò

íàïðÿæåíèÿ âíåøíèì ãðàíèöàì, òîãäà êàê óïðóãèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿ-

þòñÿ âäîëü îñè Ox. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñâÿçàíî ñ êðàåì ïüåçîàêòóàòîðà.

�àññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ìàññèâ ïîëîñòåé òîëùèíîé h è äëèíû w,

ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè s äðóã îò äðóãà.
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а) AMM без полостей

Пьезоэлектрические 
преобразователи

б)
Центральные разрезы

ABS

PLA

AB
в)

ABS

PLA
9.7 мм

0.3 мм

0.17 мм2.95 мм

2.85 мм ABS

PLA

ABS

PLA

10 мм

д)г)

�èñóíîê 4.25� Îáðàçåö óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé

èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü

Ôîòîãðà�èè èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà â âèäå

ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.27. Äëèíà îáðàçöà ñî-

ñòàâëÿåò 155 ìì, øèðèíà 55 ìì, âûñîòà H = 6 ìì. Îáðàçöû ñîäåðæàò

ìàññèâ èç 21-îé ïîëîñòè. Â ñëó÷àå äâóõñëîéíîãî ìåòàìàòåðèàëà øèðèíû

ïîäñëîåâ ABS è PETG ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî d1 = 2, 8 ìì è d2 = 3, 1

ìì. Îáðàçöû ñîäåðæàò ìàññèâ èç 21-îé ïîëîñòè. �àçìåðû ïîëîñòåé ñîñòàâ-

ëÿþò 3 × 55 × 0, 4 ìì

3
, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëîñòÿìè � 4 ìì. Îäíàêî

ðàçìåðû íåìíîãî îòëè÷àþòñÿ â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî îáðàçöà - øèðèíà ïî-

ëîñòè w = 3, 25 ìì, à ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîëîñòÿìè s = 3, 85 ìì. Ïîëîñòè

áûëè âíåäðåíû â ABS-ïëàñòèê, êîòîðûé áîëåå ïðåäïî÷òèòåëåí äëÿ ïå÷àòè
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ПьезоактуаторПолости
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Материал 1

d
2

�èñóíîê 4.26��åîìåòðèÿ îáðàçöà óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì

ïîëîñòåé

а) Однородный б) Слоистый

ABSABS

PET-G

w = 3 мм

2
.8

 м
м

3
.1

 м
м

5
.9

4
 м

м

0.38-0.39 мм 0.38-0.39 мм

s = 4 ммw = 3.25 ммs = 3.85 мм

2
.9

5
 м

м

�èñóíîê 4.27�Ôîòîãðà�èè èññëåäóåìûõ îáðàçöîâ óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà â âèäå ïëà-

ñòèíû ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé: à) îäíîðîäíîãî è á) ñëîèñòîãî

òîíêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïîëîñòåé ïî ñðàâíåíèþ ñ PETG.

�4.4. Ñõåìà ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà

Óïðóãèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â îáðàçöàõ, èçãîòîâëåííûõ ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì àääèòèâíûõ òåõíîëîãèé, âîçáóæäàëèñü è èçìåðÿëèñü ïðÿìî-
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óãîëüíûìè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàòåëÿìè, ïðèêëååííûìè öèà-

íîàêðèëàòíûì êëååì ê ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà. Ïüåçîýëåìåí-

òû èçãîòîâëåííû èç ìàòåðèàëà PIC 155 è èìåþò ðàçìåðû 5×0,2×40 ìì

3

ëèáî 10×0,345×40 ìì

3
. Ñèãíàë ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî äàò÷èêà èçìåðÿåòñÿ

îñöèëëîãðà�îì Piosope 5442D. Òàêæå ñêîðîñòè âåðòèêàëüíîé êîìïîíåí-

òû âåêòîðà ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöîâ èçìåðÿëèñü äèñòàíöèîííî ñ

ïîìîùüþ ñêàíèðóþùåãî ëàçåðíîãî äîïëåðîâñêîãî âèáðîìåòðà Polyte PSV-

500-HV ñ ëàçåðîì HeNe ñ äëèíîé âîëíû 633 íì ìåòîäîì B-ñêàíèðîâàíèÿ ñ

äëèíîé ëèíèè ñêàíèðîâàíèÿ íå ìåíåå 80 ìì. Èçìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè

÷àñòîòå äèñêðåòèçàöèè 10 Ì�ö ñ �èëüòðàöèåé íèæíèõ ÷àñòîò 1 Ì�ö, ââå-

äåííîé ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ âèáðîìåòðà.

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ â îáðàçöå ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé èñïîëüçîâàë-

ñÿ ãåíåðàòîð ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ Tektronix AFG 3021B ñ àìïëèòóäîé

V0 = 10 Â, êîòîðûé ïåðåä ïîäà÷åé íà ïüåçîýëåìåíò óñèëèâàëñÿ âíåøíèì

âûñîêî÷àñòîòíûì óñèëèòåëåì ÀÊÒÀÊÎÌ AVA-1745, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîëó-

÷àëîñü áîëåå âûñîêîå âûõîäíîå íàïðÿæåíèå (îêîëî 100�150 Â).

Íà ïüåçîýëåìåíò ïîäàâàëñÿ ñèãíàë â âèäå èìïóëüñíîé íåñòàöèîíàð-

íîé íàãðóçêè p(t). Èçìåðåíèÿ ïîâòîðÿëèñü 10000 ðàç, ïîñëå ÷åãî àíàëèçè-

ðîâàëñÿ óñðåäíåííûé ñèãíàë. Èñïîëüçîâàëîñü äâà âèäà �óíêöèè âõîäíîãî

íàïðÿæåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ïðèìåíÿëñÿ ïðÿìîóãîëüíûé èìïóëüñ äëèíîé β ñ:

p(t) = V0





1, 0 ≤ t ≤ β,

0, èíà÷å,

êîòîðûé èìååò øèðîêèé ÷àñòîòíûé ñïåêòð. Â êà÷åñòâå ñèãíàëà ñ ñîñðåäîòî-

÷åííûì ñïåêòðîì â îêðåñòíîñòè çàäàííîé ÷àñòîòû èñïîëüçîâàëîñü Nc = 5

ïåðèîäîâ êîñèíóñà ñ îêíîì Õàííà è öåíòðàëüíîé ÷àñòîòîé f0, çàäàâàåìûé

ñëåäóþùèì îòíîøåíèåì:

p(t) = V0
1

2
cos
(
2πf0t

)(
1− cos

(
2πf0t

Nc

))
, 0 < t <

Nc

f0
. (4.4)
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�4.5. Óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé,

ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â óïðóãèõ

ìåòàìàòåðèàëàõ ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñíóþ ïîëîñòü

èëè áåç íå¼, ñì. ðèñ. 4.24 è 4.25. Íà ðèñ. 4.28�4.30 èçîáðàæåíû äåéñòâèòåëü-

íàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ðàññ÷èòàííûõ âîëíîâûõ ÷èñåë äëÿ ÷àñòîò äî 150 ê�ö.

Çàïðåùåííûå çîíû äëÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ áåãóùèõ âîëí

îòìå÷åíû ïðÿìîóãîëüíèêàìè.

Симметричные БВ

Антисимметричные БВ

0 50 100 150

Частота f, кГц

Im
 k

, 
р
ад

/м

0

550

R
e 

k,
 р

ад
/м

0

1100

A
B
S

P
L
A

б)

a)

�èñóíîê 4.28�Äåéñòâèòåëüíàÿ (à) è ìíèìàÿ ÷àñòè (á) âîëíîâûõ ÷èñåë ñèììåòðè÷íûõ

è àíòèñèììåòðè÷íûõ áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óïðóãîì ìåòàìàòåðèàëå áåç

ïóñòîò

Íà ðèñ. 4.28 ìîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ áåãóùèõ âîëí â

óïðóãîì ìåòàìàòåðèàëå áåç ïóñòîò íàáëþäàþòñÿ òîëüêî äâå çàïðåùåííûå

çîíû, òîãäà êàê àíòèñèììåòðè÷íûå áåãóùèå âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ áåç

çàòóõàíèÿ äëÿ âñåõ ÷àñòîò â äèàïàçîíå äî 150 ê�ö. Çàïðåùåííûå çîíû äëÿ

óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà ñ êðàåâûìè ïóñòîòàìè îòíîñèòåëüíî óçêèå: ñàìàÿ
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�èñóíîê 4.29�Äåéñòâèòåëüíàÿ (à) è ìíèìàÿ (á) ÷àñòè âîëíîâûõ ÷èñåë ñèììåòðè÷íûõ

è àíòèñèììåòðè÷íûõ áåãóùèõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óïðóãîì ìåòàìàòåðèàëå ñ

öåíòðàëüíûìè ïóñòîòàìè
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�èñóíîê 4.30�Äåéñòâèòåëüíàÿ (à) è ìíèìàÿ (á) ÷àñòè âîëíîâûõ ÷èñåë áåãóùèõ âîëí,

ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óïðóãîì ìåòàìàòåðèàëå ñ êðàåâûìè ïóñòîòàìè
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øèðîêàÿ ïîëîñà âòîðîé çàïðåùåííîé çîíû îêîëî ÷àñòîòû 100 ê�ö èìååò

øèðèíó îêîëî 5 ê�ö.

Ââåäåíèå öåíòðàëüíûõ ïóñòîò (ðèñ. 4.29) óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî çà-

ïðåùåííûõ çîí è èíäóöèðóåò èõ äëÿ àíòèñèììåòðè÷íûõ áåãóùèõ âîëí, ÷òî

ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî ëîêàëüíûìè ðåçîíàíñàìè, âûçâàííûìè íàëè÷èåì

äîïîëíèòåëüíûõ ðàññåèâàòåëåé, ò.å. ïóñòîò.

Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè áëîêèðóþùèõ ñâîéñòâ ðàññìàòðè-

âàåìîãî âèäà ìåòàìàòåðèàëà ñ ïóñòîòàìè èñïîëüçóåòñÿ êîý��èöèåíò ïðî-

õîæäåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ÷à-

ñòîòå f èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòð ñèãíàëà, âû÷èñëåííûé êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå èçìåðåííîãî ñèãíàëà s(t):

η+(f) =
1

Snorm

T∫

0

s(t)e−2πiftdt, (4.5)

ãäå Snorm = 103 áûë èñïîëüçîâàí äëÿ íîðìàëèçàöèè ñïåêòðà ñèãíàëà. Òåîðå-

òè÷åñêè ïðåäñêàçàííîå çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ

íåïîñðåäñòâåííî êàê íàïðÿæåíèå, âû÷èñëåííîå äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòû f ñ

ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

γ+(f) = φs(f). (4.6)

Íà ðèñ. 4.31�4.33 ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòû êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäå-

íèÿ, èçìåðåííûå ñ ïîìîùüþ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî äàò÷èêà (ñåíñîðà) η+(f)

(ïóíêòèðíûå ëèíèè) è òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííûå γ+(f) (ñïëîøíûå ëè-

íèè) äëÿ PLA/ABS óïðóãîãî ìåòàìàåòàðèàëà ñ ïóñòîòàìè è áåç. Â êà÷åñòâå

êîíòðîëüíîãî óðîâíÿ èçîáðàæåíû òîíêèå ëèíèè, ïîêàçûâàþùèå ñïåêòðû

ïðîõîæäåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîäà, èçãîòîâëåííîãî èç ÀÁÑ-ïëàñòèêà.

Îäíîðîäíûå ïîëîñû îäíîãî öâåòà äåìîíñòðèðóþò ÷àñòîòíûå äèàïàçî-

íû, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ íèçêîå ïðîõîæäåíèå óïðóãèõ âîëí. Ïîðîãîâûå

çíà÷åíèÿ áûëè âûáðàíû äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíîâ, â êîòîðûõ
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зоны

�èñóíîê 4.31�Ýêñïåðèìåíòàëüíûé (à) è òåîðåòè÷åñêèé (á) êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ

η+(f) è γ+(f), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûå çîíû äëÿ óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà

áåç ïóñòîò
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Эксперимент

Модель

Коэффициент прохождения

УMM ABS

Зоны низкого

прохождения

Запрещенные

зоны

�èñóíîê 4.32�Ýêñïåðèìåíòàëüíûé (à) è òåîðåòè÷åñêèé (á) êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ

η+(f) è γ+(f), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûå çîíû äëÿ óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà

ñ öåíòðàëüíûìè ïóñòîòàìè
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Эксперимент

Модель

Коэффициент прохождения

УMM ABS

Зоны низкого

прохождения

Запрещенные

зоны

�èñóíîê 4.33�Ýêñïåðèìåíòàëüíûé (à) è òåîðåòè÷åñêèé (á) êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ

η+(f) è γ+(f), à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå çàïðåùåííûå çîíû äëÿ óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà

ñ êðàåâûìè ïóñòîòàìè

íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íîå çàòóõàíèå ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ áåãóùåé âîëíû.

Çíà÷åíèÿ áûëè âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èìåòü ïî ìåíüøåé ìåðå 10-

êðàòíîå è 1000-êðàòíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæ-

äåíèÿ, ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ñîîòâåòñòâåííî. Çà-

øòðèõîâàííûå çîíû ïîêàçûâàþò òåîðåòè÷åñêèå çàïðåùåííûå çîíû, êîòî-

ðûå òàêæå ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.28�4.29.

Ïðèìåðû ñèãíàëîâ, èçìåðåííûõ ñåíñîðîì, ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.34(a)

äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ îáðàçöîâ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòèõ ñèãíàëîâ ïîêà-

çàíû íà ðèñ. 4.34(á), íà êîòîðîì òàêæå âèäíî, ÷òî óçêèå ÷àñòîòíûå äèà-

ïàçîíû íèçêîãî óðîâíÿ êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ íå ñâÿçàíû ñ �îðìîé

âõîäíîãî ñèãíàëà. Îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèå ïðîâàëû â ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîëó÷åííûõ êîý��èöèåíòàõ ïðîõîæäåíèÿ η+(f) âèäíû äëÿ òðåõ îáðàçöîâ,

íî îíè íå íàáëþäàþòñÿ äëÿ îäíîðîäíîãî ABS-ïëàñòèêà. Ïðîâàëû íå î÷åíü

ãëóáîêèå èç-çà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê.
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Çàïðåùåííûå çîíû òàêæå íàáëþäàþòñÿ íà ãðà�èêàõ êîý��èöèåíòîâ ïðî-

õîæäåíèÿ γ+(f), âû÷èñëåííûõ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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�èñóíîê 4.34�Èçìåðåííûå ñèãíàëû s(t) è ñïåêòðû η+(f)

Õîòÿ ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-

íûõ íå äåìîíñòðèðóþò èäåàëüíîãî ñîâïàäåíèÿ, ìîæíî íàáëþäàòü ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó çîíàìè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, îòíåñåííûõ ê çàïðåùåííûì

çîíàì, îöåíåííûõ ïî òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûì êîý��èöèåíòàì

ïðîõîæäåíèÿ. �àñõîæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî óïðóãèå ìî-

äóëè êîìïîíåíòîâ îáðàçöîâ ìåòàìàòåðèàëîâ îòëè÷àþòñÿ îò ëèòåðàòóðíûõ

äàííûõ [119�121℄. Êðîìå òîãî, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äàæå êîìáèíàöèÿ

ðàçëè÷íûõ ïëàñòìàññ ñ îòíîñèòåëüíî ñõîæèìè ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà ïîç-

âîëÿåò îáåñïå÷èòü �îðìèðîâàíèå äîñòàòî÷íî øèðîêèõ çàïðåùåííûõ çîí.
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�4.6. Óïðóãèå ìåòàìàòåðèàëû â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì

ïîëîñòåé

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí â óïðóãèõ

ìåòàìàòåðèàëàõ â âèäå ïëàñòèíû ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé, ñì. ðèñ. 4.26 è 4.27.

Áåãóùèå âîëíû âîçáóæäàþòñÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàòåëåì, çà-

êðåïëåííûì íà ïîâåðõíîñòè èçãîòîâëåííîãî îáðàçöà. Âåðòèêàëüíûå êîìïî-

íåíòû âåêòîðà ñêîðîñòåé v(x, 0, 0, t) èçìåðÿþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöîâ

âäîëü ëèíèè, îáîçíà÷åííîé êðàñíîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 4.26.

Ïîëó÷åííûå ñèãíàëû â òî÷êàõ ñêàíèðîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíî îáðàáà-

òûâàþòñÿ ìåòîäîì ìàòðè÷íîãî ïó÷êà, ÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæ-

äó âîëíîâûìè ÷èñëàìè k óïðóãèõ áåãóùèõ âîëí è ÷àñòîòîé f . Ïîëó÷åííûå

ìåäëåííîñòè s(f) è çàòóõàíèÿ µ(f) ïîêàçàíû íà ðèñóíêàõ 4.35 è 4.36 äëÿ

îáðàçöà èç ABS è äâóõêîìïîíåíòíîãî ñëîèñòîãî îáðàçöà èç ABS è PET-G.

Êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàí ïóòåì ïðèìåíåíèÿ

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê àìïëèòóäàì âåðòèêàëüíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêî-

ðîñòåé v(x, 0, 0, t), èçìåðåííûì íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà:

γ+(f) =

∫

l0

V (x, f)dx

/∫

lend

V (x, f)dx, (4.7)

Çäåñü V (x, f) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå v(x, 0, 0, t), à òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè l0

è lend, ëåæàùèå íà ëèíèè ñêàíèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿþò îáëàñòü ñêàíèðîâàíèÿ

âáëèçè ïüåçîàêòóàòîðà. Íåñìîòðÿ íà åñòåñòâåííóþ âÿçêîñòü, ñâîéñòâåííóþ

èñïîëüçîâàííûì ïëàñòèêàì, íàáëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå çàòóõàíèå â íåêî-

òîðûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ. Ìîæíî íàáëþäàòü ðåçêîå óâåëè÷åíèå çàòóõà-

íèÿ îäíîé èç îáíàðóæåííûõ ìîä â âûäåëåííûõ äèàïàçîíàõ. Òàêèì îáðàçîì,

ðàññìàòðèâàåìûå ÷àñòîòû ìîæíî îöåíèòü êàê çàïðåùåííûå çîíû, ãäå íà-

áëþäàåòñÿ ñóùåñòâåííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè óïðóãèõ áåãóùèõ âîëí

â ðàçíûõ ÷àñòÿõ (áëèçêèõ è óäàëåííûõ îò èñòî÷íèêà) ìíîãîñëîéíîãî óïðó-

ãîãî ìåòàìàòåðèàëà.
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�èñóíîê 4.35�Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ R(f) (a), çàòóõàíèå µ(f) (b) è ìåäëåííîñòè

s(f) (), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòðè÷íîãî ïó÷êà äëÿ îáðàçöà, èçãîòîâëåííîãî

èç ABS
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�èñóíîê 4.36�Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ R(f) (a), çàòóõàíèå µ(f) (b) è ìåäëåííîñòè

s(f) (), ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàòðè÷íîãî ïó÷êà äëÿ îáðàçöà, èçãîòîâëåííîãî

èç ABS è PETG
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà ñ íàèáîëåå

øèðîêîé çàïðåùåííîé çîíîé áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà è ðåøåíà îïòèìèçàöè-

îííàÿ çàäà÷à äëÿ îäíîñëîéíîãî óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà èç ABS ñ ãåîìåòðè-

åé îáðàçöà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 4.27. Ñ ó÷åòîì òî÷íîñòè èñïîëüçóåìîãî

3D-ïðèíòåðà øèðèíà ïîëîñòè w è ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè s âàðüèðóþòñÿ

äëÿ äîñòèæåíèÿ íàèáîëåå øèðîêîé çàïðåùåííîé çîíû. Äèïàçîí èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ s è w âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ îò 2 ìì äî 4 ìì.

Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè [122,

123℄ áûëè îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé ïëàñòèêà. Èñïîëüçóÿ äî-

ïîëíèòåëüíûé îáðàçåö â âèäå îäíîðîäíîé ïëàñòèíû òîëùèíîé 2.92 ìì, áû-

ëè îïðåäåëåíû ìîäóëü Þíãà 2.49 �Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà 0.37 è ïëîò-

íîñòü 981 êã/ì

3
, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èìåþùèìñÿ â ëèòåðàòóðå äèàïà-

çîíàì ñâîéñòâ ìàòåðèàëà.

Íà ýòàïå îïðåäåëåíèÿ çàïðåùåííîé çîíû â êà÷åñòâå öåëåâîé �óíêöèè

èñïîëüçîâàëàñü ñóììà êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ γ+(f), ðàññ÷èòàííàÿ

äëÿ ïàðû ïàðàìåòðîâ (s, w) íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëåé:

argmax
s,w

(
argmax

∆f
{∆f(s, w) : ∀f ∈ [f0, f0 +∆f ], γ+(s, w, f) ≤ γ̃}

)
.

Â ðåçóëüòàòå áûëî íàéäåíî äâà îïòèìàëüíûõ ñî÷åòàíèÿ (s = 2, 1 ìì è

w = 3, 5 ìì) è (s = 4, 3 ìì è w = 2, 6 ìì), îáåñïå÷èâàþùèå íàèáîëåå

øèðîêóþ çàïðåùåííóþ çîíó â 14 ê�ö.

Òàê êàê ïðè èçãîòîâëåíèè îáðàçöîâ ñ áîëåå øèðîêîé ïîëîñòüþ áîëåå

âûñîêà âåðîÿòíîñòü îáâàëîâ âíóòðè ïóñòîò, òî áûë èçãîòîâëåí îáðàçåö ìåòà-

ìàòåðèàëà ñ øèðèíîé ïîëîñòè s = 2, 1 ìì è ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïîëîñòÿìè

w = 3, 5 ìì. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïüåçîàêòóàòîðà è ëàçåðíîé äîïïëåðîâñêîé

âèáðîìåòðèè áûëè ïîëó÷åíû àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà ïîâåðõíîñòè è ïóòåì

ïðèìåíåíèÿ ïðåîðàçîâàíèÿ Ôóðüå âû÷èñëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ
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Эксперимент

Модель

40 50 6010 20 30 70 80 90

Частота f, кГц

lg γ+

-0,3

-0,5

lg γ+

-0,2

-1,6

�èñóíîê 4.37�Êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ γ+(f) äëÿ îäíîñëîéíîãî óïðóãîãî ìåòàìà-

òåðèàëà èç ABS ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííî (à) è ýêñïåðèìåíòàëüíî (á)

äëÿ s = 2, 1 ìì è w = 3, 5 ìì

êîý��èöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ. Íà ðèñ. 4.37 ïðèâåäåíû ãðà�èêè êîý��èöè-

åíòà ïðîõîæäåíèÿ γ+(f), ïîëó÷åííûå èç ÷èñëåííî è ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ

s = 2, 1 ìì è w = 3, 5 ìì. Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ðàñïîëîæåíèå çàïðåùåííîé

çîíû äîñòàòî÷íî õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñêàçàííûì ÷èñëåííûì çíà÷åíè-

ÿì. Õîòÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå îöåíêè äàþò áîëüøåå çíà÷åíèå â 18 ê�ö äëÿ

çàïðåùåííîé çîíû (â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïîëó÷èëñÿ äèàïàçîí â 14 ê�ö),

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äàííûé âèä ìåòàìàòåðèàëà îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî

øèðîêèå çàïðåùåííûå çîíû.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ïðîâåäåíèè äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ñëå-

äóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû:

1. �àçðàáîòàíû ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìè-

÷åñêîå ïîâåäåíèå ìíîãîñëîéíîãî âîëíîâîäà ñ ïðèñîåäèíåííûìè ýëå-

ìåíòàìè, à òàêæå óïðóãîãî ìåòàìàòåðèàëà ñ ÿ÷åéêàìè, ñîñòîÿùèìè

èç ñëîèñòîãî âîëíîâîäà è ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ â îáùåì ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíîé �îðìû.

2. Ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ ãèáðèäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà, ñî÷åòà-

þùàÿ ïðåèìóùåñòà ÏÀÌÊÝ è ÌÊÝ ÂÏÒ, è íà åå îñíîâå ðàçðàáîòàíû

êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå ïðîâîäèòü ÷èñëåííûé àíàëèç çà-

ïðåùåííûõ çîí è ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óïðóãèõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ

ïðîòÿæåííûìè ýëåìåíòàìè.

3. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé è ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ÿ÷ååê óïðóãèõ ñëîèñòûõ ìåòàìàòåðèàëîâ ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé, îïðå-

äåëåíû îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ïîëîñòåé äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìàëü-

íîãî äèàïàçîíà çàïðåùåííûõ çîí.

4. Âïåðâûå âûïîëíåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âåðè�èêàöèÿ ÿâëåíèÿ �îðìè-

ðîâàíèÿ çàïðåùåííîé çîíû äëÿ äâóõ íîâûõ òèïîâ óïðóãèõ ìåòàìàòåðè-

àëîâ: ìåòàìàòåðèàëîâ ñ äâóõñëîéíîé ÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé èíòåð�åéñ-

íóþ ïîëîñòü, è ìåòàìàòåðèàëîâ â âèäå ïëàñòèí ñ ìàññèâîì ïîëîñòåé.
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